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Vorrede, 


Die graphische Arithmetik wurde von mir gleichzeitig 
mit der graphischen Statik der Bearbeitung unterworfen, da ich 
urspringlich die Absicht hatte beide Disciplinen in einem Buche 
zu vereinigen; allein es stellte sich bald heraus, dass eine solche 
Vereinigung nicht nur nicht nothwendig, sondern sogar unthun- 
lich war. Nothwendig war sie deshalb nicht, weil die Kennt- 
niss der einen zum Verständniss der andern nicht erforderlich 
ist ynd unthunlich war sie deshalb, weil beide gänzlich unab- 
hangig voneinander sich entwickeln und in ihren Zielen wesent- 
lich auseinandergehen. 

Denn während die Statik ausschliesslich nur der technischen 
Richtung dienen und für den Unterricht an Baugewerkschulen 
und ähnlichen technischen Bildungsanstalten bestimmt sein sollte, 
konnte die Arıthmetik diesen Zweck nicht in gleicher Weise ver- 
folgen, da sie schon ihres allgemeineren Charakters wegen das 
Interesse auch noch anderer Kreise für sich in Anspruch nimmt, 
und daher nicht nur für den Unterricht an technischen Bildungs- 
anstalten, sondern auch für den Unterricht an Realschulen, 
höheren Bürgerschulen u. s. w. geeignet ist. 

Ich habe bei der Bearbeitung mich an den Gang gehalten, 
welcher beim Unterrichte in der allgemeinen Arithmetik üblich 
ist und die Operationen in derselben Weise aufeinander folgen 
lassen. Die Anwendungen der graphischen Arithmetik auf die 
Geometrie haben eine ausführliche Behandlung erfahren, weil 
sie nicht nur an sich sehr interessant, sondern auch für den 
Techniker von besonderer Wichtigkeit sind. 

Möge auch diese Arbeit von den geehrten Fachgenossen 
freundlich aufgenommen werden. 


Gotha, im Mai 1879. 


Dr, Wenck. 
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Einleitung. 


Die graphische Darstellung der Zahlen und das Wesen der 
graphischen Arithmetik. 


Das ganze Gebiet der positiven und negativen, rationalen und 
irrationalen Zahlen lässt sich durch eine gerade Linie (Fig. 1) darstellen, 
welche von einem Punkte aus, den wir als den Anfangspunkt oder den 
Nullpunkt bezeichnen, naclı zwei entgegengesetzten Richtungen unbegrenzt 
fortgeht. 

Nehmen wir eine gewisse Länge als Einheit an, und tragen sie von 
O aus nach beiden Richtungen auf der geraden Linie auf, so entspricht 
der Abstand eines jeden auf diese Weise bestimmten Punktes vom Null- 
punkte, also die zwischen diesem Punkte und dem Nullpunkte liegende 
Strecke der geraden Linie, einer ganzen Zahl. Nehmen wir eine solche 
Strecke ohne Rücksicht auf die Richtung, so stellt sie eine absolute ganze 
Zahl dar; bezeichnen wir aber die Richtung von null aus nach rechts mit 
plus und daher die Richtung von null aus nach links mit minus, so stellt 
jede Strecke zwischen null und irgend einem der erhaltenen Punkte auf 
der rechten Seite eine positive, auf der linken Seite dagegen eine negative 
ganze Zahl dar. Es stellt also z. B. die Strecke von O bis 5 auf der 
rechten Seite die Zahl + 5, auf der linken Seite aber die Zahl — 5 dar. 
Dasselbe gilt für jede andere Zahl. 

Theilen wir die als Einheit angenommene Linie in irgend eine Anzahl 
gleicher Theile, etwa 4, so ist ein jeder solcher Theil der bte Theil der 


1 l 
angenommenen Einheit, also —, und 2. 3. 4. .. solcher Theile stellen 


b 3 
2 3 4 : Se. ee en 
pas whe ete dar. Da wir nun die Einheit in jede beliebige Anzahl 


gleicher Theile theilen und jede Anzahl dieser Theile innerhalb zweier 

aufeinanderfolgender ganzer Zahlen nehmen können, so können wir über- 

haupt auf diese Weise eine jede gebrochene Zahl oder jeden Bruch als 

gerade Linie darstellen. Ebenso ist auch eine jede Zahl, welche aus 
1 
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einer ganzen und einer gebrochenen Zahl besteht, also eine sogenannte 
gemischte Zahl gleichviel ob positiv oder negativ, durch eine gerade Linie 
darstellbar. 

Theilen wir die Einheit in zehn gleiche Theile, das Zehntel wieder 
in zehn gleiche Theile, und setzen wir diese Theilung in zehn gleiche 
Theile so lange fort, als sie überhaupt möglich ist, so erhalten wir Linien, 
durch welche wir einen jeden Dezimalbruch darstellen können. Fällt 
endlich ein Punkt, soweit wir auch diese Theilung fortsetzen mögen, nie- 
mals mit einem Theilpunkte zusammen, sondern stets zwischen zwei 
Theilpunkte, so dass wir uns diesem Punkte zwar mit jedem beliebigen 
Grade von Genauigkeit nähern, ihn selbst aber nie erreichen können, so 
stellt der Abstand dieses Punktes vom Nullpunkte eine Irrationalzahl dar. 

Da wir nun hiernach jede Zahl als gerade Linie darstellen können, 
so kann auch umgekehrt eine jede gerade Linie als eine Zahl angesehen 
werden. Der numerische Werth einer solchen geraden Linie als Zahl, 
wird durch Vergleichung der Linie mit der Zahlenlinie, indem man 
die Länge derselben auf der Zahlenlinie abgreift, bestimmt. Nach diesen 
Betrachtungen ist aber klar, dass man eine jede Zahl in eine gerade Linie, 
und eine jede gerade Linie in eine Zahl umsetzen kann, wenn man sich 
einer, nach einer gewissen Einheit construirten Zahlenlinie bedient, die 
dann in diesem Falle ein Zahlenmassstab genannt wird. 

Sind Zablenwerthe als gerade Linien gegeben, welche sich alle auf 
denselben Zahlenmassstab beziehen, denen also dieselbe Einheit zu Grunde 
liegt und werden die arithmetischen Operationen mit diesen Linien 
durch Construktionen bewirkt, so nennt man die Lehre von diesen 
Construktionen die graphische Arithmetik. 

Das Wesen der graphischen Arithmetik besteht hiernach darin, dass 
sie ihre Operationen nicht mit Zahlen, sondern mit. Linien, also nicht 
durch Rechnung, sondern durch Construktionen ausführt, und dass sich 
daher ihre Resultate auch nicht als Zahlen, sondern als gerade Linien 
darstellen. Sind diejenigen Grössen, mit welchen operirt werden soll, als 
Zahlen gegeben, so müssen sie zuerst, durch Abgreifen auf dem Zahlen- 
massstabe, in gerade Linien verwandelt werden. Die als Resultate 
der graphischen Operationen erhaltenen geraden Linien können dann, 
durch Abgreifen auf dem Zahlenmassstabe, wieder in Zahlen umgesetzt 
werden, wenn eine solche Umsetzung nöthig sein sollte. Die Genauigkeit 
der Resultate hängt hierbei überall von der Genauigkeit der Construktionen 
und von der geeigneten Wahl des Zahlenmassstabes, also der ange- 
nommenen Einheit ab. 


n 


— = oe — 
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Erster Abschnitt. 


Die arithmetischen Operationen. 
1. Die Addition und Subtraktion gerader Linien. 


Die Addition der Zahlen besteht bekanntlich darin, dass diese Zahlen 
in gleichem Sinne gezählt oder zusammengezählt werden, so dass das 
Resultat der Addition oder die Summe diejenige Zahl ist, welche so gross 
ist, wie die addirten Zahlen zusammen genommen. Dem entsprechend 
besteht die graphische Addition darin, dass die geraden Linien in gleichem 
Sinne oder nach gleicher Richtung aneinander gesetzt werden, so dass 
das Resultat der Addition oder die Summe diejenige gerade Linie ist, 
welche ebenso gross ist, wie die addirten Linien zusammengenommen. 
Hierbei werden die geraden Linien so aneinander gesetzt, dass der An- 
fangspunkt einer jeden folgenden mit dem Endpunkte der vorhergehenden 
zusammenfällt. Die graphische Summe ist daher auch diejenige gerade 
Linie, welche den Anfangspunkt der ersten mit dem Endpunkte der letzten 
Linie verbindet. 

Nehmen wir auf der Zahlenlinie die Strecken 02 und 03, welche 
den Zahlen 2 und 3 entsprechen, und setzen sie nach gleicher Richtung 
aneinander, so erhalten wir die Strecke 05, welche der Zahl 5 entspricht. 
Dasselbe gilt für irgend zwei andere, sowie für beliebig viele Strecken 
auf der Zahlenlinie. Wir erhalten stets denjenigen Punkt der Zahlenlinie, 
dessen Abstand vom Nullpunkte der Zahl entspricht, welche die Summe 
der addirten Zahlen, beziehungsweise die Summe der zusammengesetzten 
Linien darstellt. 

Die Subtraktion der Zahlen besteht bekanntlich darin, dass die zweite 
Zahl, der Subtrahendus, im entgegengesetzten Sinne der ersten Zahl, des 
Minuendus gezählt wird, so dass das Resultat der Subtraktion, also die 
Differenz oder der Unterschied, diejenige Zahl ist, welche angibt um 
wieviel der Minuendus grösser oder kleiner als der Subtrahendus ist, oder 
um wieviel diese beiden Zahlen differiren. Hierbei sind folgende drei 
Fälle zu unterscheiden. 

Ist der Minuendus grösser als der Subtrahendus, so ist die Differenz 

1* 
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eine Zahl im Sinne des Minuendus, also positiv oder negativ, je nachdem 
der Minuendus positiv oder negativ, der Subtrahendus mithin negativ oder 
positiv ist. 

Ist der Minuendus kleiner als der Subtrahendus, so ist die Differenz 
eine Zahl im Sinne des Subtrahendus. also negativ oder positiv, je nach- 
dem der Subtrahendus negativ oder positiv, der Minuendus mithin positiv 
oder negativ ist. 

Ist der Minuendus gleich dem Subtrahendus, so ist die Differenz 
gleich null. 

Dem entsprechend besteht die graphische Subtraktion darin, dass die 
zweite Linie, der Subtrahendus, im entgegengesetzten Sinne der ersten 
Linie, des Minuendus, oder überhaupt in entgegengesetzter Richtung an 
die erste Linie angesetzt wird. so dass das Resultat der Subtraktion, also 
die Differenz, diejenige gerade Linie ist, welche angibt, um wieviel die 
beiden Linien sich voneinander unterscheiden. Hierbei werden die Linien 
so aneinander gesetzt, dass der Anfangspunkt der zweiten mit dem End- 
punkte der ersten zusammenfallt. Die graphische Differenz ist daher 
nach Grösse und Richtung diejenige gerade Linie, welche den Anfangs- 
punkt der ersten mit dem Endpunkte der zweiten Linie verbindet. 

Aus der Betrachtung der Zahlenlinie ergibt sich leicht Folgendes: 

Ist der Minuendus grösser als der Subtrahendus, so liegt die Differenz 
auf der Seite des Minuendus, ist also eine Linie im Sinne des Minuendus ; 
ist der Minuendus kleiner als der Subtrahendus, so liegt die Differenz auf 
der entgegengesetzten Seite des Minuendus, ist also eine Linie im Sinne 
des Subtrahendus, und sind Minuendus und Subtrahendus einander gleich, 
so ist die Differenz gleich null. 

Nehmen wir auf der Zahlenlinie die Strecken 0(+5) und 0 (—3) 
und setzen die eine in der ihrem Sinne entsprechenden Richtung an die 
andere, so erhalten wir als Differenz die Strecke 0 (4-2); denn nehmen 
wir erst die Strecke von O bis +5 und gehen von hier aus in entgegen- 
gesetzter Richtung um 3 Einheiten, also um — 3 fort, so kommen wir 
auf den Punkt + 2; oder nehmen wir erst die Strecke von O bis — 3 
und gehen von hier aus in entgegengesetzter Richtung um 5 Einheiten, 
also um +5 fort, so kommen wir ebenfalls auf den Punkt + 2. Nehmen 
wir dagegen die Strecken 0(—5) und O(+ 3) und setzen die eine in 
der ihrem Sinne entsprechenden Richtung an die andere, so erhalten wir 
als Differenz die Strecke 0 (—2); denn nehmen wir erst die Strecke von 
0 bis —5 und gehen von hier aus in entgegengesetzter Richtung um 
3 Einheiten, also um —+-3 fort, so kommen wir auf den Punkt — 2; oder 
nehmen wir erst die Strecke von O bis -+3 und gehen von hier aus in 
entgegengesetzter Richtung um 5 Einheiten, also um — 5 fort, so kommen 
wir ebenfalls auf den Punkt — 2. 
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Setzen wir aber die Strecken 0 (-+-5) und 0(— 5) zusammen, so 
erhalten wir den Punkt 0. 

Sind nun a und b (Fig. 2) zwei gerade Linien, welche addirt werden 
sollen, so dass die Summe a-+ gebildet wird, so mache man auf einer 
beliebigen Geraden O1=u, 1 2 = b, dann ist 0 2 = a +b, wie sich aus 
der früher gegebenen Erklärung der graphischen Summe ergibt. 

Sind mehrere Linien a, b, c, d (Fig. 3) zu addiren, so mache man 
auf einer Geraden 01 =a, 12=b, 23=c, 34==d; dann ist 
04=-a+b+c+d 
und es ist leicht einzusehen, dass dieselbe Linie 04 erhalten worden 
ware, wenn man die Linien in irgend einer andern Reihenfolge zusammen- 

gesetzt hatte. 

Sind die Linien @ und b (Fig. 4) gegeben, ist a grösser als b und 
soll b von a subtrahirt werden, soll also die Differenz a— b gebildet 
werden, so mache man auf einer Geraden Ol=a und in entgegen- 
gesetzter Richtung 12=b, so ist 02=a—b und es hat 02 die 
Richtung von a. 

Sind wieder die Linien « und b (Fig. 5) gegeben, ist aber a kleiner 
als b und soll die Differenz a — b gebildet werden, so mache man auf 
einer Geraden 01a und in entgegengesetzter Richtung 12 = b, so ist 
02=—a—b und es hat 02 die Richtung von b. 

Sind a und b einander gleich (Fig. 6) und soll die Differenz a — b 
gebildet werden, so mache man auf einer Geraden 0 1 = a und in entgegen- 
gesetzter Richtung 12 = b, so ist ebenfalls 02—-a—b. Da aber der 
Endpunkt 2 mit dem Anfangspunkte 0 zusammenfällt, so ist a — b = 0. 

Sind endlich die Linien a, b, c, d, e (Fig. 7) durch Addition und 
Subtraktion zu verbinden, so dass die algebraische Summe 


a—b—c+td+e 
zu bilden ist, so hat man diese Linien mit Rücksicht auf ihre durch das 
Vorzeichen bestimmte Richtung so aneinander zu setzen, dass der Anfangs- 
punkt einer jeden folgenden mit dem Endpunkte einer jeden vorhergehenden 
zusammenfallt. Die graphische Summe ist sodann diejenige gerade Linie, 
welche den Anfangspunkt der ersten mit dem Endpunkte der letzten Linie 
verbindet. 

Macht man daher auf einer geraden Linie 01 = a, 12=D, 23=¢, 
34—d, 45=e, sg erhält man den Linienzug 012345 und es ist 05 
die graphische Summe der gegebenen Linien. Diese Linien können auch 
in jeder anderen Reihenfolge zusammengesetzt werden, das Resultat ist 
immer dasselbe. 
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2. Die Multiplikation gerader Linien oder Construktion des 
Produktes ab. 


Sind a und b zwei gerade Linien, welche mit einander multiplizirt 
werden sollen, so bedeutet das Produkt «b derselben geometrisch eine 
Fläche, und zwar ein Rechteck, dessen Seiten die geraden Linien a und b 
„sind. Das Produkt der Längenzahlen der geraden Linien a und b ist 
aber wieder eine Zahl, nämlich eine Flächenzahl, welche ebensoviele Ein- 
heiten darstellt, als das Rechteck Flächeneinheiten hat. Wenn wir nun 
die Multiplikation graphisch, also mit den Linien a und b ausführen 
wollen, so soll das Resultat derselben weder ein Rechteck noch eine Zahl 
sein, sondern eine gerade Linie, welche ebensoviele Einheiten darstellt, 
als die Flächenzahl; es soll also die Flächenzahl des Rechtecks durch die 
Längenzalıl einer geraden Linie dargestellt werden, oder das Produkt aus 
zwei Linien soll wieder eine Linie sein. Hierzu gelangt man durch 
folgende einfache Betrachtung. Verwandelt man das Rechteck aus den 
Seiten a und b in ein anderes, dessen eine Seite die Langeneinheit ist, 
so ist die andere Seite desselben eine gerade Linie, welche ebensoviele 
Längeneinheiten darstellt, als das Rechteck Flächeneinheiten besitzt, und 
welche demnach das graphische Produkt der Linien a und b ist. 

Bezeichnen wir diese Linie mit p, so muss die Gleichung bestehen 


Be ai: 
Aus dieser Gleichung ergibt sich aber die Proportion 
Big 
"Dr 3 


und es ist daher die gesuchte Linie die vierte Proportionale zu den beiden 
gegebenen Linien a und b und der Einheit. Es kann mithin die Linie p 
durch die Construktion ähnlicher Dreiecke, wie die Geometrie sie lehrt, 
leicht gefunden werden. 

Sind a und b (Fig. 8) die gegebenen geraden Linien, deren Produkt 
gebildet werden soll und ist m die Einheit, so mache man auf dem einen 
Schenkel eines beliebigen Winkels O 1 = 1, auf dem andern Schenkel 
dieses Winkels Oa==«a und ziehe die Gerade 1a; hierauf mache man 
wieder auf dem ersten Schenkel des Winkels O b= b und lege durch b 
eine Parallele zu 1a, so schneidet diese den anderen Schenkel in p und 
es ist nun Op die gesuchte Linie p; denn es besteht die Proportion 


074702 FREE AIR. 
Oa Op 5 18 u 
so dass 
1.2=ab. 


Die Linie 0 p = p ist mithin das graphische Produkt der Linien a und b. 
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Eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 9). Auf einer Geraden 
0 X mache man 0 1 = 1, lege durch den Punkt 1 eine andere Gerade, 
welche mit der ersteren einen beliebigen Winkel bildet und mache auf 
dieser 1 a= a; hierauf lege man durch O und a den Strahl Os; auf der 
Geraden 0 X mache man 04==b und lege durch b eine Parallele zu la, 
bis sie die Linie Os im Punkte p trifft, so ist bp die gesuchte Linie p, 
denn es besteht die Proportion 


01 0b 2 1 b 
n das ist T == —— 
la bn a p 
woraus 
D 0h be 


Anstatt des beliebigen Winkels, den die Linie 1a mit der Linie 0 X 
macht, kann man die Construktion auch so ausführen, dass dieser Winkel 
ein rechter wird (Fig. 10). Auf der Linie 0 X mache man 01=—1, 
errichte in 1 eine Senkrechte auf O X, mache auf der Senkrechten 
la=a und lege durch O und a eine Gerade Os. Hierauf mache man 
auf der Linie 0 X die Strecke Ob=b, und errichte wieder in b eine 
Senkrechte, bis sie die Linie Os in p trifft, so ist b p die gesuchte Linie p, 
denn es besteht wie vorhin die Proportion 


woraus 
Dis U: 

Hat man ein Produkt von mehr als zwei Factoren, etwa das Produkt 
abcd zu bilden, so construire man erst das Produkt a b = p,, hierauf 
das Produkt p, c = p, und sodann das Produkt p: d = p,, dann ist 

Jo SS OOS 

Zu diesem Zwecke mache man (Fig. 11) auf dem einen Schenkel 
eines Winkels 01 = 1, 0b =b, Oc=c und Od=d, auf dem andern 
Schenkel aber 0a =a. Zieht man die Gerade 1a und durch b eine 
Parallele zu ibr, so erhält man auf dem andern Schenkel den Punkt p, 
und es ist Op, = pı. Hierauf ziehe man die Gerade 1», und durch c 
eine Parallele zu ihr, so erhält man den Punkt p, und es ist Om = pz. 
Ferner ziehe man die Grade 19, und durch d eine Parallele zu ihr, so 
erhält man den Punkt p, und es ist Op, = pə. Denn wir haben die 
Proportionen 

1 b 1 c 1 d 


ae BP gy ey rig 


1 1 1 b c d 


Go aT E een er sh ans 
und hieraus m =abed. 
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Fine andere Construktion ist folgende (Fig. 12). Auf einer Geraden 
0 X mache man 01=1, 0b=b, 0c=e und Od=d, errichte in 1 
eine Senkrechte auf OX und mache auf dieser la=a, lege durch 0 | 
und a eine Gerade und errichte in b eine Senkrechte, welche in p, mit | 
dieser Geraden zusammentrifit, so ist b p, = p, ; durch p, lege man eine | 
Parallele zu 0 X, bis sie in p’, mit der in 1 errichteten Senkrechten 
zusammentrifft, lege durch O und p’, eine Gerade und errichte in c eine 
Senkrechte, so treffen diese beiden Linien im Punkte p, zusammen, und 
es ist c pı = pı; durch p, lege man eine Parallele zu 0 X, bis sie in p', 
mit der in 1 errichteten Senkrechten zusammentrifft, lege durch 0 und p’, 
eine Gerade, und errichte in d eine Senkrechte auf 0 X, so treffen diese 
beiden Linien im Punkte p, zusammen und es ist dp» = pa. Aus der 


Construktion ergeben sich die Proportionen 
1 b Ty Na APE WS cf 
a oP ee ee EM 


£ 1 1 b c d 


und hieraus 
ps = abed. 


3. Verwandlung eines Produktes in ein anderes, welches einen 
gegebenen Faktor hat. 


Soll das Produkt ab in ein anderes verwandelt werden, welches den 
Faktor f hat, so ist der zu f gehörige andere Faktor zu bestimmen. 
Bezeichnen wir diesen Faktor mit x, so muss die Gleichung bestehen 


a HU: 
Aus dieser Gleichung folgt aber die Proportion 
fi and 
Pr m) 


so dass x die vierte Proportionale zu f, a und b ist. Um diese Linie 
zu erhalten, macht man (Fig. 13) auf dem einen Schenkel eines beliebigen 
Winkels Of=f auf dem andern Schenkel Oa=a und verbindet 
die Punkte f und a durch eine Gerade. Hierauf macht man auf dem 
ersten Schenkel 0 = b und legt durch b eine Parallele zu fa, so erhält 
man auf dem andern Schenkel den Punkt x, und es ist nun O< die 
gesuchte vierte Proportionale. Denn es besteht die Proportion 


0 l 
neo me eS 
und folglich 
mecah. 
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4. Verwandlung mehrerer Produkte in andere, welche einen gemein- 
schaftlichen Faktor haben. 

Sind mehrere Produkte m, bi, a b2, ds b3 in andere zu verwandeln, 
welche den gemeinschaftlichen Faktor f haben, und bezeichnen wir die 
nichtgemeinschaftlichen Faktoren beziehungsweise mit 2,, Ze, Z3, SO 
müssen die Gleichungen bestehen 

fai S= amb fa = a b e O 
woraus die Proportionen sich ergeben 
f bi it Ce eae 
i mi ay a" Gs Bs 

Diese Proportionen lassen sich auf folgende Weise construiren (Fig. 14). 
Auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels mache man Of = f, 
0b; = b, 0b, = b, 0b; =b3, und auf dem andern Schenkel mache 


man 0a =a, 0a. =a, 0a = t. 
Zieht man nun die Grade fa, und zu ihr durch b, eine Parallele 
bi &, so ist O z, =x,, zieht man ferner fa, und zu ihr durch b, eine 


Parallele b: z}, so ist O z, = 2,3; zieht man endlich fa, und zu ihr die 
Parallele b, 2;, so ist Oz, = z, womit die nichtgemeinschaftlichen 
Faktoren bestimmt sind, denn aus der Construktion folgt 


ef 0h See 
Oa 0 all RT 
Of 0b, : f by 
az a das ist a? 
Of Ob d Tea 208 
ia Oa das ist Tr 


und weiter 
en ab, 122 — dem 

Eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 15). Auf einer 
Geraden 0X mache man 0 f= f, 04, = bi, Ob: = bı, 0 bs = bs, errichte 
in f eine Senkrechte und mache auf dieser fa, =q,, fa = a2, f a3 = l3, 
lege durch O und a,, durch O und az, durch O und a, die geraden Linien 
Sı, S2, S3 und errichte in b, bz, ba Senkrechte, bis sie die durch a;, az, a; 
gelegten Geraden in den Punkten 7,, ©, x, treffen, so ist by = 21, 


by = Xa, bs Xa = az, denn es ergeben sich aus der Construktion die 
Proportionen 


ER das ist m ae. 
fa ua 3 Di Tr 
0 

f = 0b, das ist E = ss 
fa, ba a, Lo 
i pis das ist A = bs 
f as bs 23 az T3 


und aus den Proportionen folgt weiter 
fti =a bis f tı = bz, Pe=alb.. 
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5. Addition und Subtraktion von Produkten. 


Die Addition und Subtraktion von Produkten lässt sich so ausführen, 
dass man entweder jedes einzelne Produkt construirt und die erhaltenen 
Linien addirt und subtrahirt, oder dass man die Produkte in andere mit 
einem gemeinschaftlichen Faktor verwandelt, die nichtgemeinschaftlichen 
Faktoren addirt und subtrahirt und hierauf das Produkt aus dem gemein- 
schaftlichen Faktor und der algebraischen Summe der nichtgemeinschaft- 
lichen Faktoren construirt. 

Sind z. B. die Produkte 

a, bi — ay ba + a3 b3 — ay ba 
durch Addition und Subtraktion zu vereinigen, und will man sie erst in 
andere mit dem beliebigen gemeinschaftlichen Faktor f und den nicht- 
gemeinschaftlichen Faktoren zı, 22, Z3, x, verwandeln, so mache man 
(Fig. 16) auf dem einen Schenkel eines Winkels 0b =b, 0b: = bz, 
O b, = ba, Obi —=b, Of=f, auf dem andern Schenkel aber 0 a4, =a, 
0 a = az, 0; = Qs, Oa, =a,, ziehe die Gerade fa, und parallel zu 
ihr durch b, die Gerade b, vı, so ist O2,==2%,, ziehe ferner fa, und 
parallel dazu b, £+, so ist 02, = zı, ebenso fa; und parallel dazu b; £3, 
so ist 0 z, = 23, endlich fa, und parallel dazu d,2,, so ist Ox, = 2%, 
denn aus der Construktion folgen die Proportionen 


DTI a ich 
Oia 7 COR, pss a wnt; 
OF? 0, d E ia 
0 ay 0 2 u. Os ows 
of _ Obs A f A bs 
0 da x: O Ta gas a) ay via T3 
OF res OD, Medes tara 
Dida WO das ist Gite iit, Ca 


und aus diesen Proportionen ergibt sich dann weiter 
fa =a, bi; fa =a de, fa, bs, iit rn bi. 

Daher ist auch 
a bi ab +; — ay ba =f, — f ta + fas — f ti =f (0 maer Haet). 

Auf einer beliebigen geraden Linie mache man dann mit Rücksicht 
auf die Vorzeichen 0 1 = æ,, 1 2 = 2,, 2 3 = a3, 3 4 = a4, so ist 

0 4 = t, mn tn —a, 
Oh — a FH ar — a) =f. 04. 

Nun mache man (Fig. 17) auf dem einen Schenkel eines Winkels 

01=1, 0 f=f und auf dem andern Schenkel 0 z = 0 4, ziehe 1. und 


daher endlich 
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parallel dazu fs, so ist Os das Resultat der Rechnung; denn es besteht 
die Proportion 


daher 
0s = f .0 4 =a, bi — ab + as ba — ab. 


6. Division gerader Linien oder Construktion des Quotienten $ 
Der Quotient zweier Linien a und b drückt das Verhältniss dieser 
beiden Linien zu einander aus. Er ist daher eine Zahl, welche angibt, 
wie vielmal a grösser oder kleiner als b ist. Wenn wir nun diese Zahl 
graphisch, also als Linie darstellen wollen, so müssen wir unter der Ein- 
heit dieser Linie diejenige Längeneinheit verstehen, welche wir der 
Construktion zu Grunde legen. Dann verhält sich aber die Länge dieser 
Linie zur Längeneinheit ebenso wie sich die Linie a zur Linie b verhält. 
Hiernach besteht nun, wenn wir diese Zahl mit z bezeichnen die Gleichung 
g a 
Tr 
so dass 2 die vierte Proportionale zu den Linien a, b und 1 ist. Um 
daher z durch Construktion als Linie zu bekommen, mache man (Fig. 18) 
auf dem einen Schenkel eines Winkels O1=1, Ob=D, sowie auf dem 
andern Schenkel 0 æ = a, ziehe die Gerade ab und durch 1 zu ihr eine 
Parallele, so erhält man auf dem andern Schenkel den Punkt Z, so dass 
Oz=z ist, denn aus der Construktion folgt die Proportion 
0a 


Oz s a z 
Oho OT das ist = — oder = 


b 1 b 
7. Verwandlung eines Quotienten in einen andern mit 
gegebenem Divisor. 


Soll ein Quotient 7, «(in einen andern mit dem Divisor d verwandelt 


werden oder was dasselbe ist, soll das Verhältniss von zwei geraden Linien 
in ein anderes Verhältniss verwandelt werden, von welchem die eine Linie 
gegeben ist, und man bezeichnet den diesem Divisor entsprechenden 
Dividenden mit v, so muss die Gleichung bestehen 


v a 


d b` 
Zur Bestimmung von x haben wir nun dieselbe Construktion (Fig. 19). 
Auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels mache man 0 b= b 
und 0d =d, auf dem andern Schenkel 0 a= a, ziehe die Gerade ab 
und zu ibr durch d eine Parallele, so erhält man auf dem andern Schenkel 
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den Punkt z und es ist nun 0O s =w; denn aus der Construktion ergibt 
sich die Proportion 


ER d Eee 
oo Oa: Seer ee 


0a 0% 
d 


8. Verwandlung einer Linie in einen Quotienten oder das Verhältniss 
von zwei Linien. 


Soll eine Linie « in einen Quotienten mit einem gegebenen Divisor 
d verwandelt werden und bezeichnen wir den gesuchten Dividenden mit x, 
so muss dieser Dividend zu dem gegebenen Divisor sich ebenso verhalten, 
wie die gegebene Linie zur Einheit, es muss daher die Gleichung bestehen 


Die Construktion ist einfach folgende (Fig. 20). Auf dem einen 
Schenkel eines beliebigen Winkels mache man O1=1, 0 d= d, auf dem 
andern Schenkel O a = a, ziehe durch 1 und a eine Gerade und durch 
d hierzu die Parallele dw, so ist Os =s, denn aus der Construktion 
folgt die Proportion 


Oa 08 1 a X R ‘ 
Gin 0a. das ist ra daher ist «a = T 


9. Verwandlung von mehreren Quotienten in andere, welche einen 
gegebenen Divisor haben. 


Sollen mehrere Quotienten 

a, Ay Az 

er Ope eb 
in andere mit dem gemeinschaftlichen Divisor d verwandelt werden, und 
bezeichnen wir die Dividenden beziehungsweise mit 21, 2, 23, so müssen 
die Gleichungen bestehen 
a a l Ay v3 A 
ao re 

Diese lassen sich nun auf folgende Weise construiren. 

Auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels (Fig. 21) mache man 
vom Scheitel aus Od, = Ð, 0b, = b, O ba = bz, O d= d, auf dem andern 
Schenkel aber mache man 0a, = m, O a: ==, O a3 = az. Zieht man 
nun a, 6, und parallel dazu durch d eine Gerade da, so ist 02, =x, 
zieht man ferner die Gerade «, 5, und parallel zu ihr durch d die Gerade 
d 2%, so ist O z, = x; zieht man endlich die Gerade a,b, und parallel 
zu ihr durch d die Gerade d.ı,, so ist Om =.x, denn’ aus der 
Construktion ergibt sich 
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Oa 0% sig Ham 
Do od °° = See 
0 a, 0 re h a tl 
0b oa m bea 
0a; 00 g Ne T3 
Tre... 


10. Addition und Subtraktion von Quotienten und Linien. 


Aus den zuletzt angestellten Betrachtungen folgt nun auch das Ver- 
fahren, nach welchem Quotienten mit Quotienten sowol als Quotienten 
mit Linien zu addiren und zu subtrahiren sind. 

Man verwandelt die durch Addition und Subtraktion zu vereinigenden 
Quotienten und Linien in Quotienten, welche denselben Divisor haben, 
addirt und subtrahirt die Dividenden, und gibt der Summe den gemein- 
schaftlichen Divisor. Dieser Quotient ist dann noch als Linie darzustellen. 


Hat man zu bilden 
a a; 
1S y 

so sind zunächst alle Glieder in Quotienten mit dem gemeinschaftlichen 
Divisor d zu verwandeln. Bezeichnen wir die Dividenden beziehungsweise 
mit ©, Zs, 22, Z und y, so müssen die Gleichungen bestehen 

a a % a D h Xs ats Pee 

Gouna. Ga, th 8. ar a A 

Um diese Gleichungen zu construiren und die gesuchten Dividenden 
za bestimmen, mache man auf dem einen Schenkel eines beliebigen 
Winkels (Fig. 22) 01=1, 0b =b, 0b: =, 0b, =b, Od=d; 
auf dem andern Schenkel aber mache man 0 a =a, 0a = Ms 0a = Qa, 
0 a; = a, 0b =b. 

Zieht man nun die Gerade 1a und durch d dazu eine Parallele d z, 
so ist 0 z= x; zieht man ferner a, ù und durch d dazu eine Parallele 
da, so ist On =a, , zieht man weiter a,b, und durch d dazu eine 
Parallele d zı, so ist On =2,, zieht man ebenso a,b, und durch d 
dazu eine Parallele dæ, so ist O z, = z3; zieht man endlich 10 und 
durch d dazu eine Parallele dy, so ist O y =y und sämmtliche Dividenden 
sind bestimmt, denn aus der Construktion ergeben sich die Proportionen 


fa _ 0042 4 aoe 
01 > 04 °° aeg 
Om 0% a. ig la 
om, roa ~ “Senet ae 
Oa, 0 2 ., G2 _ & 
on 0a. ees 
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0a _ On d ist ER Ra) 
0b, u “= Bu Tg 
Ob. Oy. a KA 
Oo od ar 


und hieraus g weiter 


ay la Ke yY 
oe Ta T 5, t= a a AUF ia 
Um diese ae zu bilden mache man auf der Geraden 0 X mit 
Rücksicht auf die Vorzeichen 0,1 =x, 12=a,, 23=n, 34=4;, 
45= y, so ist 05 diese Summe. Bezeichnen wir sie mit s, so ist 
s = g — a F t —- 4% 


a—x,ta,—a,ty 
7 À 


und daher 
ea aa — ay a, m 
"Ms d sas uu eee Ph 
Um endlich diesen Quotienten als Linie zu erhalten, PA man 
EN 
(ar san Del 


mache auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels (Fig. 23) 01=1, 
0 d= d, auf dem andern Schenkel aber O s= s, ziehe ds und durch 1 
die Parallele 1z dazu, so ist 02=z, denn es ist 

Os 0z s z s 


pa oT das ist FT daher 77° 


11. Multiplikation von Quotienten mit Quotienten und Linien. 


a ; a is noe ER: 
Ist ein Quotient b mit einer Linie ¢ zu multipliciren, so setze man 


x 


a 
I as dann ist aire path 
und es ist also z die vierte Proportionale zu a, b und c. Um diese 
Proportion zu construiren, mache man (Fig. 24) auf dem einen Schenkel 
eines beliebigen Winkels 0b==b, Oe=c und auf dem andern Schenkel 
Qa=a, ziehe ab und parallel zu ihr durch c die Gerade cz, so ist 
0 z =z, denn es ist 

0a Oz a Z a 

o E das ist PERNT, daher 5 es. 

Die Construktion kann auch auf folgende Weise ausgeführt werden 
(Fig. 25). Auf einer Geraden O X mache man Ob=b und 0c=c, 
errichte in b eine Senkrechte, auf welcher man ba =a macht, hierauf 
lege man durch 0 und a die Gerade Os und errichte in c eine Senk- 
rechte, bis sie Os in z trifft, so ist c g = z, denn es ist 

Ob 0c 


b c a 
a das ish — == — , woraus —-.¢= 2. 
ba E'A a z b 
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Sind zwei Quotienten —" und — mit einander zu multipliciren, so sei 


bı bz 
a, Oy A 
b, bz FAN 
Man setze nun zuerst 
a av y d; a Z 
L — — und hierauf ~> . æ =z, woraus — = — 
bi 1 by 2 x 
hervorgeht. Wir haben daher zuerst die Proportion 
a & a mi a z 
-1 —— und sodann die Proportion ~> = — 
bi 1 by PH 


zu construiren. Zu diesem Zwecke mache man (Fig. 26) auf dem einen 
Schenkel eines Winkels 0 1 = 1, 08, =D, und auf dem andern Schenkel 
0a, =, ziehe die Gerade a, bi, und parallel zu ihr durch 1 die Gerade 
læ, so ist Ov =a, denn es ist 

0a Ow 4 a g 

nt’ = ae das ist i nets 

Ilierauf mache man wieder auf dem ersten Schenkel 0 2' = #, 

0b, = b, und auf dem zweiten Schenkel Oa, = a,, ziehe die Gerade 
a, db, und parallel zu ihr durch æ' die Gerade w' z, so ist O z = z, denn 
| es ergibt sich die Proportion 


A ps Ee 0 
0 by ae Oa" bz 175 E 
Durch Multiplikation der beiden Proportionen erhält man 
Un Ay @ 2 


bh ab wie N 

Will man das andere Construktionsverfahren in Anwendung bringen, 
so mache man auf einer Geraden O X (Fig. 27), Ol=1, 0b, =), 
O ba = ba, errichte in b, und b, Senkrechte, und mache b, a, = a, sowie 
by da = ü, lege durch O und a, den Strahl s, und durch O und a, den 
Strahl sı. Errichtet man nun auf 0 X im Punkte 1 eine Senkrechte bis 
sie in w mit dem Strahle s, zusammentrifft. so ist 1 z= æ. denn es be- 
steht die Proportion 


ab __ al a WERA 
ao ot aE 
Man mache ferner auf der Linie 0 X die Strecke Ov’ = 1.2 und 


errichte in æ’ eine Senkrechte, bis sie im Punkte z mit dem Strahle s, 
zusammentrifft, so ist = z = 2, denn wir haben die Proportion: 


aaa 
i of eee 
Durch Multiplikation der beiden Proportionen erhalten wir aber: 
M da v g 


= ‘— eh 


by : ba 1 v 
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Soll das Produkt aus beiden Quotienten nicht als eine Linie, sondern 

wieder als Quotient oder als das Verhältniss zweier Linien dargestellt 
werden, so muss der Divisor dieses Quotienten gegeben sein. Bezeichnen 
wir diesen Divisor mit d, so muss die Gleichung bestehen 

ù a z 

Do a 
und es tritt nun d an die Stelle, an welcher sich vorher die Einheit befand. 
Die Construktion wird folgende: Auf dem einen Schenkel eines beliebigen 
Winkels (Fig. 28) mache man 0b, =b, 0b =b, und Od=d, auf 
dem andern Schenkel mache man 0a, =a, und 0a, =a. Zieht man 
die Gerade a, b und zu ihr durch d die Parallele dx, so ist 0 s = z; 
macht man ferner auf dem ersten Schenkel 0.2’ —0 x, zieht die Gerade 
a,b, und zu ihr durch z' die Parallele x’ z, so ist 0 g =— z; denn es 
bestehen die Proportionen: 


Oa _ Oz En a _ 2 
0b 708 bie a 
0 a, Oz P Ag g 
mi TOR das ist oar 
Multiplicirt man die beiden Proportionen, so erhält man: 
a, da g z 


N ars Oa itt © 

Will man das andere Verfahren anwenden, so mache man auf der 
Geraden 0 X (Fig. 29) 02, = b, , 0b, = b: und 0 d= d, errichte in b, 
und b, Senkrechte auf 0 X, mache b, a, =a, und b, a, = dz, lege hierauf 
durch O und a,, sowie durch O und a, die Strahlen s, und sz, errichte 
in d eine Senkrechte auf 0 X, bis sie im Punkte æ mit dem Strahle s, 
zusammentrifft, so ist de=x. Nun mache man wieder auf der Geraden 
0 X die Strecke 0 z' = d x und errichte in <’ eine Senkrechte, bis sie mit 
dem Strahle s, im Punkte z zusammentrifft, so ist v' z == z, denn wir 
haben die Proportionen: 


GY Ee Se 
ob, (Ene ur 
ab _ ve wo) Oa oe 
08, Oa’ das ist bo at 
Multipliciren wir die beiden Proportionen, so erhalten wir: 
Be a RR al 
a iia: ae ae, 
A 2 J a, a2 az ag 
Sind mehr als zwei Quotienten, etwa >? u BU multipliziren 
1 2 3 
und soll das Produkt eine Linie sein, so setze man erst: 


t aX š l 5 as 
gene ss hierauf: . 2 =, und endlich: g h5 
1 3 


1 b, 


iM 

Um dieses aber zu construiren, mache man (Fig. 30) auf dem einen 
Schenkel eines Winkels 0 1 = 1, Ob =b, Ob: = b, 0b; = b, und 
auf dem andern Schenkel des Winkels 0 a, =a, O az = az, 04; = G3. 
Zieht man hierauf die Gerade a, b und durch 1 parallel zu ihr die 
Gerade 1.#,, so ist Ow, = 2}. Man macht nun auf dem ersten Schenkel 
0 2,'=.2,, zieht durch a, und b eine Gerade und legt durch z,' parallel 
zu ihr die Gerade 3i", so ist O 2, = 321; ferner macht man auf dem 
ersten Schenkel 0z,’ = .,, zieht die Gerade a,b, und parallel zu ihr 


durch .v,' die Gerade .v,’z, so ist O z =z, denn aus der Construktion folgt: 
nt 
DE Spar des it GS 
TE == oa das ist 7 — a 
Durch Multiplikation dieser Proportionen erhält man: 
nee euer re 


Es ist nun leicht einzusehen, wie das Verfahren für beliebig viele 
Quotienten fortzusetzen ist. 

Will man sich der andern Construktionsweise bedienen, so mache man 
auf der Geraden 0X (Fig. 31) 0 1 = 1, O b = b, 0, = b und 0b; = by, 
errichte in b, bı, 6; Senkrechte auf O X und mache auf diesen Senk- 
rechten bi aa =a, bz Qı = Qa, $343; = a3; hierauf lege man durch 0 
und a, den Strahl sı, durch 0 und a, den Strahl s,, sowie durch O und 
a, den Strahl s;, errichte auf O X in 1 eine Senkrechte, bis sie mit dem 
Strahle s, in, zusammentrifit, so ist 1 zı —==.c,. Man mache weiter auf 
der Geraden 0 X die Strecke 0.2,'== 2, und errichte in z,' eine Senk- 
rechte, bis sie in x, mit dem Strahle s, zusammentrifft, so ist 2," 2, = rz. 
Weiter mache man auf der Geraden 0 X die Strecke 0 7,'—=.2,, errichte 
in x,’ eine Senkrechte, bis sie in z mit dem Strahle s, zusammentrifft, 
so ist .,’z== 2; denn es bestehen die Proportionen: 


a b 1a, Bes Ans or Die 
ch eget 8 das ist ore 
Ay by a" j a _ 
06... 0a,’ ces El Dey. ae Da 
Az bs 22,' a REN .E 
0 0m cba ii De mt ia 


Durch Multiplikation dieser Proportionen erhalten wir: 
a a ds Tı T 


2 , ú th Gy 
š eme Omen BES EEE tia are Re 
Un bz bz 1 a T bi ba bs 
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7 ee l a” 
ZL —-, —* nicht eine Linie, 
By 1 bg? 185 

sondern wieder ein Quotient oder das Verhältniss zweier Linien sein und 
ist d der Divisor dieses Quotienten, so haben wir zu setzen: 


Soli das Produkt der drei Quotienten 


a ay 

Bm sd 

da also die da 

aa a tS 

bz z 2 bz wi 

a Az z 
Sa =z also -— = — 

bs bs V 


und diese Proportionen zu construiren. Wir machen zu diesem Zwecke 
(Fig. 32) auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels Ob = b, 
0 bp = ba, O by = b3, Od =d, auf dem andern Schenkel aber On, = fy, 
0 a: = Q2, 0 a3 = Qz, ziehen a, b, und parallel dazu durch d die Gerade 
da, so ist 02, =a; wir machen auf dem ersten Schenkel 0 z', = 2, 
ziehen die Gerade a, b, und parallel dazu durch #’, die Gerade a’, £2, 
so ist 0» = %,; wir machen ferner auf dem ersten Schenkel 0 2’, = T3, 
ziehen die Gerade a,b, und parallel dazu durch 2’, die Gerade .r’, z, 
so ist 0 z= z. Denn aus der Construktion ergeben sich die Proportionen: 


oa 0 2, ae a _ 4% 

Ge, > 3 he an ha 

Oa 0m a M 12 

iin A das ist T 

0 a3 02 a az z 

a A ae ee 

durch Multiplikation dieser Proportionen erhalten wir: 
a, BF aas ist aber EEE 
bi by bs d vı X : b, by ds d x 


Nach dem andern Construktionsverfahren mache man auf der Geraden 
0X (Fig. 33), 0, =b, 0h = ba, Ol; =, Od=d; errichte in b, 
bz, by Senkrechte auf O X und mache auf diesen Senkrechten b a, = a, 
Di Qı = Q2, ba a3 = Q3; hierauf ziehe man durch 0 und a,, O und az, 
O und a, die Strahlen sı, S2, Ss; und errichte in d auf 0 X eine Senk- 
rechte, bis sie mit dem Strahle s, in 2, zusammentrifft, so ist daz, =a- 
Man mache weiter auf der Geraden 0 X, die Strecke 0 «', =, errichte 
in z’, eine Senkrechte, bis sie mit dem Stralile s, in 2, zusammentrifft, 
so ist 2’, Te =2,; man mache weiter auf der Geraden 0 X die Strecke 
O z', = 23, errichte in 2', eine Senkrechte, bis sie mit dem Strahle ss 
in z zusammentrifft, so ist z's z = z. Denn aus der Construktion ergeben 
sich die Proportionen: 
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T gg das ist ja =7 
on T oa ee 
~ g! > 
= das ist He = 
Multipliciren wir diese Proportionen, so erhalten wir: 
a rs 7 TRET T i a das ist aber ra ie ner 


Sind mehrere Quotienten und Linien miteinander zu multiplieiren, ist 
etwa das Produkt 


— 1 — 0.6 
b, ba 1 2 
zu bilden, so gebe man den Linien den Divisor 1, setze also 
Bat is 
pees | 
Ag a T2 
sh) =a, ako 
bz : 7 bz a 
C CG T 
— .&% =a adonne 
1 A ` 1 173 
Ca z 


C2 
.% =z also ——— 
1 1 Xs 


und construire diese Proportionen. 

Wir machen deshalb (Fig. 34) auf dem einen Schenkel eines Winkels 
01=1, 04, =b, 0b, =b, und auf dem andern Schenkel 0 a, =a, 
0 a, = as, 0a =c, 0% =, ziehen die Gerade a, ò und parallel zu 
ihr durch 1 die Gerade 1 z1, so ist 02,—=2,; wir machen auf dem 
ersten Schenkel 0 2’, = m, , ziehen die Gerade a, b, und parallel zu ihr 
durch =’, die Gerade =’, x,, so ist O z, = <,; wir machen ferner auf 
dem ersten Schenkel 0 2’, = x,, ziehen die Gerade 1c, und parallel zu 
ihr durch 2’, die Gerade z',.2,;, so ist O z, = z,; wir machen endlich 
auf dem ersten Schenkel 0 z', = a,, ziehen die Gerade 1c, und parallel 
zu ihr durch 2’, die Gerade x’, z, so ist Oz = z. 

Aus der Construktion ergeben sich die Proportionen: 


a Val E das ist SY = 
0b, 01 bı 1 

en das ist = = = 
pac oo das ist = = = 
a oe das ist = = = 


Q* 
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Durch Multiplikation dieser Proportionen erhalten wir: 
A A C Cy tı Tz Tz Z : dı a2 
Deere das ist aber TAIATA 
Wenn man das andere Construktionsverfahren anwendet, so macht 
man auf der Geraden 0 X (Fig. 35), 01=1, 0b =b, Ob, =b, 
errichtet in 1, 5, und b, Senkrechte auf O X und macht auf diesen Senk- 
rechten a =a, b: Q= h, la =c und 1c, =c, zieht durch 
0 und a, O und o, O und ¢, 0 und cz, die Strahlen s,, S2, s’ und s”. 
Die in 1 errichtete Senkrechte, schneidet den Strahl sı in #, und es ist 
la,==.,. Man mache auf der Geraden O X die Strecke Ov, =n, 
errichte in a’, eine Senkrechte, bis sie den Strahl s, in r, trifft, so ist 
x’, & = To. Man mache ferner auf der Geraden 0 X die Strecke 62’, = 22, 
errichte in a‘, eine Senkrechte, bis sie den Strahl s’ in a, trifft, so ist 
a's T3 =T} Man mache endlich auf der Geraden 0 X die Strecke 
O z's = x, und errichte in x’, eine Senkrechte, bis sie den Strahl s” in z 
trifft, so ist sye = z. 


. Ci «Cg 2. 


Aus der Construktion ergeben sich die Proportionen: 


Ore 23 at das ist — 
0,8, ,3-04 by 1 
My bz 20, 5 2 X 
0b, Ow’ Da Br 
¢, 1 3 To 4 1 T3 
Ot he ea ane ae 
C2 1 L's Z p ak f 
Gist. O he 
Durch Multiplikation dieser Proportionen erhalten wir: 
rar G fi My, By UP é a, 4 oan 
oe Sa ged Ne ae ab PT das ist aber bt 


Soll das Resultat dieser Multiplikation nicht eine Linie, sondern wieder 
ein Quotient oder das Verhaltniss zweier Linien sein und ist d der Divisor 
dieses Quotienten, so tritt überall d an die Stelle von 1, indem das Ver- 
fahren übrigens dasselbe bleibt. 


12. Division von Quotienten mit Quotienten und Linien. 


; A a A 6 da 17 
Ist ein Quotient F durch einen andern Quotienten p 28 divi- 
1 2 


diren, so dass man hat 
a , h 
Der 
so verwandle man beide Quotienten in andere, welche denselben Divisor 


haben und führe die Division mit diesen Quotienten aus, dann erhält man 
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21 
einen Quotienten oder das Verhältniss zweier Linien; dieser Quotient lässt 

| sich weiter durch eine Linie darstellen. Bezeichnen wir den gemein- 

| schaftlichen Divisor mit d und die Dividenden beziehungsweise mit z, 
und x, so erhält man: 


M ti l da . CN A ei) ay & 
a To a d und) Weller en 
und es ist somit das Resultat der Division das Verhältniss der beiden 
Linien .c, und z,. Will man endlich das Resultat der Division als Linie 


haben, so bilde man weiter 


Xo 


t z 
rren 
wo dann die Linie z der Quotient aus beiden Quotienten ist. 

Um diese Constructionen auszuführen, mache man (Fig. 36) auf einem 
Schenkel eines Winkels 04, =b, 0b: = b, 0d= d, auf dem andern 
Schenkel aber 0a, =a, Oa: = đ@ Man ziehe die Gerade a, 5, und 
parallel zu ihr durch d die Gerade d z, so ist 0.x, = æ, ; man ziehe ferner 
die Gerade a,b, und parallel zu ihr durch d die Gerade dz, so ist 
0 tı =. Man mache dann weiter auf dem ersten Schenkel 0 2’, = 2, 
und 0 1= 1, ziehe die Gerade 2’,.2, und parallel zu ihr durch 1 die 
Gerade 1z, so ist Oz = Z. 


Aus dieser Construktion ergeben sich folgende Proportionen : 


Om _ 0% ie N A 
Re E E E hy im ik 
0a O 2, . a Pk tla 
ot Ree 
0x z : 1 z 
0.0, ie ee 


a h t da t 
By, Super AA le ath 

Man kann auch hier das andere Construktionsverfahren in Anwen- 
dung bringen. 


_— y 
= z 


a 
Soll ein Quotient F durch eine Linie c dividirt werden, so hat man 


die Form 


a T AR 
TAN wofür man setzt ee 
und dasselbe Verfahren anwendet. Ist d der gemeinschaftliche Divisor 
und sind x, und z, beziehungsweise die Dividenden, so erhält man: 


a me Mm 10: IC AN N) ARE N! 
Pe 2) ag a dr ST ers 
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Soll nun das Verhältniss der beiden Linien x, und z, durch eine 
Linie z dargestellt werden, so hat man weiter 
nz 
a 
zu setzen und dieses zu construiren, woraus sich dann 2 ergibt. 

Um diese Construktionen auszuführen, macht man (Fig. 37) auf dem 
einen Schenkel eines beliebigen Winkels 0 1 = 1, 05=b, Od=d, auf 
dem andern Schenkel 0a—a, Oc==e, zieht die Gerade ab und parallel 
zu ihr durch d die Gerade da. so ist Oz, =x,, ferner zieht man die 
Gerade 1 c und parallel zu ihr durch d die Gerade d.z,, so ist 0, = 23 
weiter macht man auf dem ersten Schenkel 0 r',=x,, zieht die Gerade | 
x',x, und parallel zu ihr durch 1 die Gerade 1z, so ist 0 z= z. 

Aus der Construktion ergeben sich die Proportionen: 


0a _ Om das j a m 
0b > OW Gaal ea 
0c 0 x, Ta 
Tu aT 
Ox, 0z t z 
er | das ist Ze 
und hieraus folgt dann weiter: 
a. c AB. z 2 


1 
tee argh i Lo 1 


Soll eine Linie c durch einen Quotienten dividirt werden, so hat 


ole 


man die Form 


:— wofü iat — 22 
C: $ wolür man seizi an? 


und dasselbe Verfahren wieder anwendet. Ist d der gemeinschaftliche Di- 
visor und sind #, und z, beziehungsweise die Dividenden, so wird 
Caen Oe Ne pate Pgs pn hi AN 
r ae ae ae 
Soll endlich das Verhältniss der beiden Linien z, und x, durch eine 
Linie z dargestellt werden, so hat man weiter 


zu setzen und dieses zu construiren. Man mache zu diesem Zwecke 
(Fig. 38) auf dem einen Schenkel eines Winkels 0 1 = 1, 0 b = b, 0 d = d, 
auf dem andern Schenkel Oa =a, Oc=c, ziehe die Gerade c 1 und 
parallel zu ihr durch d die Gerade dz,, so ist Oz, =<; ferner ziehe 
man die Gerade ab und parallel zu ihr durch d die Gerade dz, so ist 
OT =x, Weiter mache man auf dem ersten Schenkel x’, = z, ziehe 
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die Gerade 2’, x, und parallel zu ihr durch 1 die Gerade 1z, so ist 
Oz=2, 
Aus der Construktion ergeben sich die Proportionen: 


0c 0 a 4 c a 
oi 0g wi 
Oa 08 Pe ur.’ Xo 
08 oa SIT 
Oa, 02 =- w z 
Ox, 7 Oe das ist nr Ie 
und aus diesen Proportionen folgt dann weiter 
[4 2 a Ty 3 Ta Tı zZ 


1.6 @ me 1 
Hat man mit mehreren Quotienten nach einander zu dividiren, so 
«lass man die Form hat 


A,” sodann e; Ey und ferner “4 > * = 2 as, w. 
bi ba La I, by Yo Ya dg 2a 

Da die Division mit einem Quotienten auch Multiplikation mit seinem 
umgekehrten Werthe ist, so lässt sich in allen hier betrachteten Fällen 
die Division auf die Multiplikation zurückführen, wenn man den Divisor 


amkehrt. 


13. Das Potenziren von Linien. 

Wenn in dem Producte abcd... sämmtliche Faktoren einander 
gleich werden, so geht es in eine Potenz über, wie denn überhaupt die 
Potenzirung aus der Multiplikation hervorgeht. Daher lässt sich auch die 
Potenzirung durch dieselben Construktionen ausführen, durch welche die 
Multiplikation ausgeführt wurde. 

Wenn wir die Potenzen 

EUER GE ac 

bilden wollen, so machen wir entsprechend einer früheren Construktion 
(Fig. 39) auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels 01 = 1 und 
0 a' =a, auf dem anderen Schenkel aber Oa=a. Ziehen wir nun die 
Gerade 1a und parallel zu ihr durch a’ die Gerade a'p,, so ist Op, = pi, 
ziehen wir weiter die Gerade 1, und parallel zu ihr durch a’ die Gerade 
a'p,, so ist Op, = ps, ziehen wir ferner die Gerade 19, und parallel zu 
ihr durch a’ die Gerade a’p,, so ist O pa =p, und es ist leicht einzusehen, 
wie diese Construktion weiter fortgesetzt werden kann. Aus der Con- 
struktion aber ergeben sich folgende Proportionen: 
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Oa” Op cae ~ pi 
ee ee das ist — = = 
Op 0 p: ER Pa 
01 0a . i a 
—— = — das ist — = — u. s.f 
O pe 0 ps Pa. Bis 


Hieraus folgt nun weiter 
And SO, p = a h En n. S. f. 
und wir sehen daher, dass die geraden Linien 
Oa, Op,, 09, Ops... 
die aufeinander folgenden Potenzen von a darstellen. 

Eine andere Construktion, ebenfalls einer früheren Construktion ent- 
sprechend, ist die folgende (Fig. 40): 

Auf einer Geraden 0 X mache man O1=]1, 0a =a, und errichte 
in 1 und a Senkrechte auf O X; hierauf mache man auf der durch 1 ge- 
legten Senkrechten 1 a' =a und lege durch 0 und a’ eine Gerade, welche 
die durch a gelegte Senkrechte in p, trifft, so ist a pı = pı. Durch pı 
lege man p, p', parallel zu O X und ziehe Op’, bis p., soist ap, = Pp:} 
durch p, lege man p p', parallel zu O X und ziehe Op', bis ps, so ist 
a pa =p; und es ist leicht einzusehen, wie diese Construktion weiter fort- 
zusetzen ist. 

Aus der Construktion ergeben sich folgende Proportionen: 


01 0a . a 
m= das ist —— == — 
la a pı a pr 
01 Oa 1 a 
a St ae) das ist == er 
lp, apr Pr Pa 
01 Oa 4 1 a 
—_ = das st — = —nsf 
1 p's a ps Pa Ds 


Aus diesen Proportionen folgt nun weiter 
pi =4.0=0), pHa .p, =A, pi =Œ A. p = a u.s. f. 
und es ergibt sich, dass die Linien 
am. AP, Ups »-. 
die aufeinander folgenden Potenzen von « sind. 

Eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 41). Auf dem eineu 
Schenkel eines beliebigen Winkels mache man 01=—1, auf dem andern 
Schenkel 0a = a und ziehe die Gerade 1a, sodann mache man wieder 
auf dem ersten Schenkel 0 a' = a und ziehe durch a’ eine Parallele zu 1 a, 
so erhält man auf dem andern Schenkel den Punkt p, und es ist Op, = p,. 
Man mache weiter auf dem ersten Schenkel 0p’; = pı und ziehe durch 
p', eine Parallele zu 1a, so erhält man auf dem andern Schenkel den 
Punkt p und es ist 0%» == pı. Man mache ferner auf dem ersten 
Schenkel 09, = p, und ziehe durch p’, eine Parallele zu 1a, so erhält 
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man auf dem andern Schenkel den Punkt p, und es ist 0p; = pz, 


und es ist leicht einzusehen, wie dieses Verfahren weiter 


werden kann. 


Aus der Construktion ergeben sich folgende Proportionen: 


Aus den Proportionen folgt dann weiter 


01 


Od 


fortgesetzt 


p =a.a=a, PR =a.m =A, Ps =A, p =a USW. 
Es sind daher die Linien 


Op, 0 pa, 0 Ps ee 
die aufeinander folgenden Potenzen von a. 
Noch eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 42). 


Auf einer Geraden 0 X mache man 0 1= 1, errichte in 1 eine Senk- 
rechte, mache auf dieser 1 @==a und lege durch O und a den Strahl Os. 
Hierauf mache man wieder auf der Geraden O X die Strecke 0 a’ = a 
und errichte in a’ eine Senkrechte bis sie den Strahl s im Punkte p, 
trifft, so ist a'pı = pı ; man mache ferner auf der Geraden 0 X die Strecke 
0 p',; = p, errichte in p’, eine Senkrechte, bis sie den Strahl s in p, 
trifft, so ist p', p: = pz ; in derselben Weise mache man auf 0-X die Strecke 
O p's = pa, errichte in p', eine Senkrechte, bis sie den Strahl s in p, 


trifft, so ist p', pa =p, und es ist leicht einzusehen, wie dieses Verfahren 
weiter fortgesetzt werden kann. 


Aus der Construktion ergeben sich die Proportionen 


0a 

n das ist —— 
a'p, 
0 I 

p L das ist —— 
Pipa 
Op; 
Es ans ist = 
P 2 P: 


und aus den Proportionen folgt weiter 


p =a. a =a’, m = A . pi =A, Py = A . pı = Q* U. S. W. 


so dass die Linien 


. 


a' Diy P'i Day P'2 Ps +. 


die aufeinander folgenden Potenzen von a darstellen. 
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14. Das Potenziren von Quotienten oder Verhältnissen zweier Linien. 


F ee ; ; 
Ist ein Quotient oder ein Verhältniss z” potenziren und soll die 


Potenz als Linie dargestellt werden, so hat man zunächst zu beachten, ob 
das Verhältniss grösser oder kleiner als eins ist, ob also æ grösser oder 
kleiner als b ist. Denn ist a grösser als 6, so wachsen die Potenzen des 


A a ome . 
Verhältnisses —~ und die Linien, welche diese Potenzen darstellen, werden 


daher immer grösser, weshalb es nöthig ist, eine möglichst kleine Einheit, 
etwa einen bestimmten Theil der ursprünglichen Einheit, der Construktion 
zu Grunde zu legen. Ist aber a kleiner als b, so nehmen die Potenzen 
des Verhältnisses ab, und die Linien, welche diese Potenzen dar- 
stellen, werden daher immer kleiner, weshalb es nöthig ist, eine mög- 
lichst grosse Einheit, etwa ein bestimmtes Viclfache der ursprünglichen 
Einheit der Construktion zu Grunde zu legen. 

Ist nun zunächst æ grösser als $, so lassen sich folgende Construk- 
tionen ausführen. Auf dem einen Schenkel eines Winkels (Fig. 43) mache 
man O1l=1, 04=6 und auf dem andern Schenkel O a = a, ziehe die 
Gerade ab und parallel zu ihr durch 1 die Gerade 1 z. Hierauf mache man 
auf dem ersten Schenkel 0 z' = 0 z und ziehe durch 2’ die Gerade 2’ zı 
parallel zu 1 z, ziehe ferner 12, und parallel dazu durch z’ die Gerade 
z' 2,, ziehe weiter 1 z, und parallel dazu durch 2’ die Gerade 2’ 2, und 
setze das Verfahren in derselben Weise fort, dann ergeben sich folgende 
Proportionen: 


Oa tema ais ist a 2 
Dak Gee dk ak 
Oz 02 Z 2ı 
01 fan She 
02 02% Zz 2a 
akt) Laer 
OR | 02; te 23 
er oF das ist 1z S" 
Hieraus folgt nun weiter 
Eee PRS OES, ER Sea A 
Da nun aber 
a Pr a \? Nay? a \4 . 
hs ll ME ac ist a=|7)» a=(F, ; = FA u. S. W. 


Eine andere Construktion ist die folgende (Fig 44). Auf dem einen 
Schenkel eines Winkels mache man 0b= b, 01= 1; auf dem andern 
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Schenkel 0 a = a, ziehe die Gerade ab und parallel zu ihr durch 1 die 
Gerade 12; so erhält man auf dem zweiten Schenkel den Punkt z; 
hierauf mache man auf dem ersten Schenkel 0 2’ = 0 2, und ziehe durch 
z' eine Parallele zu ab, so erhält man auf dem zweiten Schenkel den 
Punkt z,; man mache wieder auf dem ersten Schenkel 0 2’, = 0 z,, und 
ziehe durch z’, eine Parallele zu ad, so erhält man auf dem zweiten 
Schenkel den Punkt 2,; man mache wieder auf dem ersten Schenkel 
02’, =02z, und ziehe durch z', eine Parallele zu ab, so erhält man auf 
dem zweiten Schenkel den Punkt z, u. s. w. Hieraus ergeben sich nun 
folgende Proportionen: 


IE ae 
0b 01 b 1 
a es Sf "- das ist 5 = 4 
a = oa das ist >= = 
rn das ist en a u. 5. w. 


Multiplicirt man nun die ersten zwei, drei, vier u.s. w. Proportionen, 
so erhält man 


y 
z “1 <2 


Man hatte auch folgende Proportionen aufstellen kénnen: 


Oa» 02 dai a _ 2 
0b a as ist ge 
0z Ox i z 2ı 
OL Oe daa ist ire ce 
0z 0 2 k 2 Za 
a E T E 
z 0 23 a z Z3 
= das ist — = — u. S. W. 
n 01 0 z's 1 Z3 - 
Hieraus ergibt sich 
= zer. zw; „er zw: er. CS 
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Da nun 


ne a \? a \? a \* 
=, soista=|>), ase a) VR cola EA NEN 


Eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 45). Auf einer 
Geraden 0 X mache man 0 1 = 1, 0 b= b, errichte in b eine Senkrechte 
auf 0 X und mache diese Senkrechte b a= a, hierauf lege man durch 0 
und a den Strahl Os und errichte in 1 auf O X eine Senkrechte bis zum 
Strahle Os, so erhält man den Punkt z. Man mache auf der Geraden 
0 X die Strecke O0: = 1z und z’z, senkrecht auf 0 X, man mache ferner 
‚auf der Geraden 0 X die Strecke Oz’, =:'z, und 2’, z senkrecht auf 
0X, man mache ferner auf der Geraden 0 X die Strecke 02', = 2'i 2 
und z’,:; senkrecht auf der Geraden 0 X u. s. w., dann ergeben sich 
folgende Proportionen: 


A 


w 


EN das ist EEE 
0b 01 b i 
. = is Gas eee 
+r 3 das ist — = p 
I tes it C= af 


Multiplicirt man nun die ersten zwei, drei, vier u. s. w. Proportionen, 
so erhält man 


u |, 


è 
= 


23 
Tee SUSS WN. 
2 23 


al 
x 


a | x. tm u 
ı 


oia 


\ 


Man kann auch folgende Proportionen aufstellen: 


ab 12 iris IR 
a Cee a eh! 
y gl y x y 
Z 2 2 = z x 
a er 
Pr PR 3 ~ - 
Z “142 “ “3 
01 07, > Ti cave 
m PN > > 
Zz 29 33 A DAEN “ 
ia = on. das ist Tot us. w 
Hieraus ergibt sich 
a 
eon 5 iN Z|. Dee len Ly ey 2 ei ZZ SW 
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a z fa\? a \3 a \* 

t= a ist a= (+ ae 4) a (+) user: 

Ist ferner @ kleiner als b, so sind die Construktionen in folgender 
Weise auszuführen. Auf dem einen Schenkel eines Winkels (Fig. 46) 
mache man 01==1 und nehme diese Einheit möglichst gross, ferner 
05=b und auf dem andern Schenkel 0 a = a, ziehe die Gerade ab und 
parallel zu ihr durch den Punkt 1 die Gerade 12. Hierauf mache man 
auf dem ersten Schenkel 0 7' = 0z und ziehe z’z, parallel zu 1z, ziehe 

J 


ferner 1z, und parallel dazu z’ z., ziehe 12, und parallel dazu z’ z, u.s. f. 
Es ergeben sich dann die Proportionen: 


a oy Be aie 
Gia Ol. <= “Gm 
0z Oz N En Reet 
jl ar eae 
zı Z2 a 2 Za 
ale oe das ist Ber 
02 02 Za Z 
MTER 3 das ist i= usw. 
und hieraus folgt weiter 
a 
Zara Ste, 2.1319 ze... =! EV 
und weil 


urn ist a = (2) Bye EGA = (4)’ f 
I= so Ist 2, = p ae ht N u.s. f. 


Eine andere Construktion ist folgende (Fig. 47). Auf dem einen 
Schenkel eines Winkels mache man 0 1 = 1, 05==b und auf dem andern 
Schenkel Oa=a, ziche die Gerade ab und parallel zu ihr durch 1 die 
Gerade 1 z, mache auf dem ersten Schenkel 0 #=0z und 2! z, parallel 
zu ab, mache wieder auf dem ersten Schenkel 0’, —=0z, und 2’, z 
parallel zu ab u. s. f., dann hat man die Proportionen: 


Oa RN“: das i Ol N 
Obi a Ee arme 
Oa 02 r a 2ı 
DIDI OT das isi i ae 
Oa 0% Gas Oe a & 
Ord. Ges sa She Rees 2 
Oa 02% 4 a 23 
RR das ist tears u. S. W. 


und aus diesen Proportionen weiter 
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a \4 z op hae MAE 
5 =e" . .— =R Uu S W 


z “1 Z2 

Eine andere Construktion ist folgende (Fig. 48). Auf einer Geraden 
OX mache man 01—1, 0b=b, errichte in b eine Senkrechte und 
mache da=a. Hierauf lege man durch O und « den Strahl Os und 
errichte in 1 die Senkrechte 1z, mache auf der Geraden 0 X die Strecke 
0 z' = 1z und errichte die Senkrechte z'z,, mache ferner auf der Geraden 
0 X die Strecke 0z, =z'2, und errichte die Senkrechte z', z3 u. s. f., 
dann hat man die Proportionen : 


ab lz 2 a 2 
ET 
yl y y, 
De ya 
ab Biles ae a Z 
0d DEA das ist woe 
po es E 
zÈ = 07 das it = u. s. W 
und hieraus weiter 
a 
wa 
a\? 24:2, 
(T) =T P= 
a \8 Si te ee 
(=i t 2 = 
a \4 N A 
Cy ee ee 


a 
Ist feruer ein Quotient 7, zu potenziren , und soll die Potenz nicht 


als eine gerade Linie, sondern als das Verhiltniss von zwei geraden Linien 
dargestellt werden, so muss der Divisor dieses Verhältnisses gegeben sein 
oder beliebig angenommen werden können. Hierbei hat man ebenso zu 
beachten, ob das Verhältniss grösser oder kleiner als 1 ist, ob also a 
grösser oder kleiner als b ist. Denn ist @ grösser als 4, so wachsen auch 


a A : 
hier die Potenzen des Verhältnisses 7, und die Linien, welche diese Po- 
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tenzen darstellen, werden daher immer grésser, weshalb es néthig ist, einen 
möglichst kleinen Divisor der Construktion zu Grunde zu legen. Ist aber 
a 
b 
ab und die Linien, welche diese Potenzen darstellen, werden daher immer 
kleiner, weshalb es nöthig ist, einen möglichst grossen Divisor der Con- 
struktion zu Grunde zu legen. 

Es sind hier dieselben Construktionen anwendbar, welche vorher aus- 
geführt wurden, wenn man überall an die Stelle von 1 den Divisor d 
treten lässt. Wir wollen indessen auch hier einige Construktionen 
ausführen. 

Es sei zunächst a grösser als b. 

Man mache auf dem einen Schenkel eines Winkels (Fig. 49) 0 b = b, 
0Od=d, auf dem andern Schenkel O a =a, ziehe die Gerade ab und 
parallel zu ihr durch d die Gerade dz, mache auf dem ersten Schenkel 
0 z'= 0z und dann :'z, parallel zu ab; mache ferner auf dem ersten 
Schenkel 0 2’, =02, und dann z’, z parallel zu ab; mache wieder auf 
dem ersten Schenkel 0 z’, = O z, und hierauf z', zs parallel zu a b u. s. W., 
dann ergeben sich folgende Proportionen: 


a kleiner als b so nehmen die Potenzen des Verhältnisses beständig 


Oa Oz ane Leute 
a. od oo eee 
Oa 02 F a 2 
mo oF das ist Er, 
Oa 0% a 2 
WA 07, das ist I 2 
Oa 02 a 23 
Spt ws das ist pe u. s. Í 
Hieraus folgt dann weiter 
ee 
Poa: 


@ ze d 

Es sei ferner a kleiner als 4. Man mache auf einer Geraden 0 X 
(Fig. 50) 06=6 und 0 d = d, errichte in b eine Senkrechte und mache 
auf derselben b a =a, lege durch O und a den Strahl Os und errichte 
in d die Senkrechte d z, mache auf der Geraden O X die Strecke 0 z' = dz 
und errichte die Senkrechte 2’z,, mache wieder auf der Geraden 0 X die 
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Strecke 07⁄1 = <'z, und errichte die Senkrechte 2', z,, mache ferner auf 
der Geraden 0 X die Strecke 02’, ==’, z3 und errichte die Senkrechte 


z'a Z3 U. S. f., so hat man folgende Proportionen: 


ab za Een GEN 2 
sale 
a b- aA mA A 
oe e Meng ea she 
ab 2, 2% sw 2a 
Go. ne, das ist rei a 
ab 22% ee 23 
Ge DE das ist aaa ER u. s. W. 
Aus diesen Proportionen folgt weiter 
Baer 
b d 
(4) = FIRE NR E 
a ER a! 
N EA E 
b (EN A d 


(= A EAE le MO s N 
a Ee TIN an 


“1 “2 
Die Potenzirung eines Quotienten lässt sich auch in der Weise aus- 


führen, dass man jedes Glied desselben potenzirt und die erhaltenen Po- 
tenzen der Glieder dividirt. 


z 


15. Potenzen mit negativen Exponenten. 


Sind Potenzen mit negativen Exponenten graphisch darzustellen, so 
Setzt man daher 
1 


hat man zu beachten, dass 
1 \m 
a-"= (=) 
‚a 
i 


. ; i : 
7 ~% Constiuirt z durch die Proportion er 


me 


; s ; i 1 
und bildet die Potenzen von z, so erhält man die Potenzen von = 


oder vona”!. Um dieses auszuführen, mache man (Fig. 51) auf dem einen 
Schenkel eines Winkels 0 a = a, 01’=1 und auf dem andern Schenkel 
01=1, ziehe die Gerade 1a und parallel zu ihr 1'z, mache auf dem 
ersten Schenkel 0 z’==0z und ziehe parallel zu la die Gerade ='z,, 
mache wieder auf dem ersten Schenkel 02’, = 0 z und ziehe parallel zu 
la die Gerade z', u. s. w., so ergeben sich die Proportionen: 


www.rcin.org.pl 


33 


Ue. 07, = ee 
Ole aan 
01 02 N 
en das ist Br 
01 2 1 z 
— =- das it — = — 
02; a zı 
01 02 Bee ee 
= Oe das ist aie u. s. W. 


und hieraus folgt weiter, indem man zwei, drei u. s. w. Proportionen 
multiplicirt 


16. Das Ausziehen der zweiten Wurzel. 


Ist Va zu construiren, so haben wir zu beachten, dass a = 1 . a ist; 
wir haben daher Ya = Y1.a und setzen wir V1.a =z, so ist x die 
mittlere Proportionale zwischen 1 und a. Zur Bestimmung der mittleren 
Proportionalen dienen aber folgende Construktionen. 

Auf einer Geraden mache man (Fig. 52) Oa=a und a 1 = 1, be- 
schreibe tiber 01 als Durchmesser einen Haibkreis und errichte in a eine 
Senkrechte auf dem Durchmesser, bis sie die Kreislinie in . trifft, dann ist 

ae Va: 

Auf einer Geraden mache man (Fig. 53) Oa=a, al=1 beschreibe 
über Oa als Durchmesser einen Halbkreis, errichte in 1 eine Senkrechte 
auf dem Durchmesser, bis sie die Kreislinie in x trifft und ziehe a r, so ist 

aa uva) 


Auf einer Geraden (Fig. 54) mache man Oa=a, a 1 = 1, beschreibe 
über 01 als Durchmesser einen Halbkreis und lege an diesen von a aus 
die Tangente az. so ist 

az= z= Va. 

Auf einer Geraden (Fig. 55) mache man Oa=a, 01 =1 und 
0b = 1a, beschreibe dann aus a mit a0 und aus 5 mit 51 die Kreis- 
bogen, welche sich in x schneiden, zieht man dann Ox und 12, so ist 

Or=le=r=Va. 
3 
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Hat man Vab zu bilden, so sind die Construktionen dieselben wie 
vorher, wenn man überall ò an die Stelle von 1 treten lässt. 
a : ; x 
Hat man Y ya bilden, so construire man zuerst =i und 
9) 


hierauf Ve. 
Hat man Yam zu bilden, so construire man zuerst a” =z und 
sodann Vz. 


Hat man Wa zu bilden, so construire man zuerst Ya = x und 
sodann Ya. 


17, Die logarithmische Linie. 


Wenn man nach Fig. 40 die Potenzen von a construirt hat (Fig. 56), 
und trägt auf der Geraden O X die Einheit noch mehrere male auf, so 
dass 01 = 1 2 =2 3 = 34... = 1 ist, errichtet sodann in den 
Punkten 0, 2, 3 4, ... Senkrechte auf 0 X, macht 01’=1 und zieht 
durch 71, 22, Ys... Parallele za 0 X, so dass die durch p, gelegte 
Parallele die durch 2 gelegte Senkrechte in a, die durch p, geleg te 
Parallele die durch 3 gelegte Senkrechte in a3, die durch p, gelegte 
Parallele die durch 4 gelegte Senkrechte in a, trifft u. s. w. und man ver- 
bindet die Punkte 1’, a, ds, a3... stetig mit einander, so erhält man 
eine Kurve, für welche folgende Beziehungen bestehen. 

Während die Abstände auf der Geraden 0 X von O aus wie die natür- 
lichen Zahlen wachsen, also eine arithmetische Reihe bilden, wachsen die 
den Abständen zugehörigen Senkrechten nach Potenzen von a, und bilden 
also eine geometrische Reihe, und zwar so, dass jede Zahl auf der Ge- 
raden 0 X der Potenz-Exponent für diejenige Senkrechte ist, welche in 
dem mit der Zahl bezeichneten Punkte errichtet wurde, denn die in den 
Punkten 1, 2, 3, 4, ... errichteten Senkrechten stellen beziehungsweise 
die Potenzen a, a’, a°, at... dar. 

Bezeichnet man daher allgemein den Abstand auf der Geraden 0 X 
von 0 aus mit x und die Senkrechte, welche in dem betreffenden Ab- 
stande errichtet ist mit y, so lassen sich die hier für x und y bestehenden 
Beziehungen durch die Gleichung 

y =a" 
darstellen. Denn setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach 
æ= 0 so ist y = 4? = 
a= 1 so ist y= 4a 
a= 2 so ist y= qa? 
w= 3 so ist y=a? us. W: 
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Betrachtet man nun die Linie æ als die Basis eines logarithmischen 

Systems, so ist zufolge der obigen Gleichung 

x ==log y 
und es ist daher der Abstand auf der Geraden 0 X von 0 aus gerechnet 
der Logarithmus, die in diesem Abstande errichtete Senkrechte aber der 
diesem Logarithmus entsprechende Numerus. Wegen dieser Eigenschaft 
wird die Kurve eine logarithmische Linie genannt. 

Will man die Linie über null hinaus auf der entgegengesetzten Seite 
fortsetzen, so werden die Logarithmen negativ und daher die Potenzen 
kleiner als die Einheit, also gebrochene Zahlen oder Brüche. Zu diesem 
Zwecke hat man die Potenzen von a=!, a2, a~? ... zu bilden, auf der 
Linie 0 X die Einheit nach einander aufzutragen, so dass man die Punkte 
—l, —2, —3, ... erhält, in diesen Punkten Senkrechte zu errichten und 
diese Senkrechten gleich den Linien a=!, a2, a~? u. s. w. zu machen. 


18. Operationen mit der logarithmischen Linie. 


Hat man nun für irgend eine Basis eine solche logarithmische Linie 
construirt, wobei es für die Construktion zweckmässig ist, wenn sich die 
Basis nur wenig von der Einheit unterscheidet, so lassen sich mit Hilfe 
der logarithmischen Linie alle diejenigen Operationen graphisch ausführen, 
welche mit einer Logarithmentafel arithmetisch ausgeführt werden. 

Für die Multiplikation hat man Folgendes: Ist das Produkt dc zu 
bilden, so trage man 5 und c in die logarithmische Linie (Fig. 57) ein. 
Zu diesem Zwecke mache man auf der Geraden O Y von 0 aus Ob=1, 
Oc=c, lege durch b und c Parallele zu 0 X, bis sie die Kurve in y, 
und y: treffen und construire die Senkrechten y, x, und y: x, so ist 

& Yı =b, % Y =c und daher 02, = log b, 0a, = log c. 

Nun ist für ein jedes Logarithmensystem 

log (b c) = log b + log c. 
Macht man daher 7, z = 0 z, oder x, s = 0 a, so ist 
0z = 04 0r 
= log b + loge 
= log (bc). 

Errichtet man in x die Senkrechte xy, so ist folglich 

oye 


c 
Für die Division hat man Folgendes: Ist der Quotient - „zu bilden, 


so ist wieder 
£ Yı =, Ta Y} =c, sowie 0 z, = log b, Or, = log c. 
Nun ist aber 


log + = log c — log b, 


37 
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macht man daher z: <' = O x, in entgegengesetzter Richtung, so ist 
Or =027,—04, 
= log c — log b 


=log + 


Construirt man die Senkrechte x’ y', so ist 


c 


Mite ths 


b 
Bildet man den Quotienten = so ist 


b 
log hes log b — log c, 


weil aber ù kleiner als c, so ist auch logd kleiner als loge und folglich 
die Differenz log b— logc negativ. Macht man daher z, s” = 0 q, in 
entgegengesetzter Richtung, so ist 


b 
— 0z" =0 2, — Oz, und daher — 0a" =log -7 


Errichtet man in <” die Senkrechte z” y”, so ist 
b 
St wets ee ee 
oY SIG 
welches kleiner als eins ist. Wäre b= c. so wäre 


b b 
log —- = 0 und -> ==]; 


Für die Potenzirung hat man Folgendes: Ist allgemein die Potenz 
b™ zu bilden, so ist 
log 5° — m . log b. 
Tragt man die Linie in die logarithmische Linie (Fig. 58) ein, so 
dass z y =b ist, so ist 
0 x = log b. 
Tragt man weiter auf der Geraden 0 X die Strecke Oxz von O aus 
m mal auf, bildet also m.Ox das ist m.logd und errichtet in dem so 
erhaltenen Punkte eine Senkrechte, so ist diese Senkrechte die gesuchte 
Potenz b™. Ist z. B. m = 3, so mache man 07, =3.0 xr, dann ist 
Or; = 3 log b=log db? 
und wenn wir die Senkrechte x, y, errichten, so ist 
Ts Ih = b’. m 
Für die Radicirung hat man Folgendes: Ist allgemein Vb zu con- 
struiren, so ist 


m_ 1 
log Vb = aA log b. 


Trägt man die Linie 5 in die logarithmische Linie (Fig. 59) ein, so 
dass z y = 6 ist, so ist 
Or=log b. 
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Theilt man nun m Strecke Ox in m gleiche Theile, bildet also von 

1 
0 aus = Ox das ist — ~ lgb und errichtet in dem so erhaltenen Punkte 
eine Senkrechte, so me diese es die gesuchte Wurzel Vb. Ist 


z.B. m = 3, so mache man 02’ => Ox dann ist 


02 = — + logò = log Vb 
und construirt man die WS a y’ so ist 


SL 
x y'= VE: 
Für die Potenzirung mit gebrochenen Exponenten ergibt sich Fol- 


m 
gendes. Hat man allgemein )” zu construiren, so ist 
= m 
logbr = p 08 2 


Ist z. B. m=3, n=2, so hat man die Linie b in die logarith- 
mische Linie (Fig. 60) einzutragen, so dass æ y == b ist, dann ist 
0 c=log b. 


1 s 3 
Macht man nun 0 z; = 3.02 und 0 u = = 0%, so ist 0 2 = z 08 : 


2 
daher ist auch 


3 
0 lı = TEF, log b. 
Errichtet man in 7, die Senkrechte x, ya, so ist 
‘3 
day = 02%, 
Wir sehen daher, dass mit der logarithmischen Linie alle diejenigen 
Operationen graphisch ausgeführt werden können, welche mit den Loga- 
rithmentafeln arithmetisch ausgeführt werden. 


19. Die logarithmische Spirale. 


Construirt man (Fig. 61) einen spitzen Winkel A o B, macht auf dem 
ersten Schenkel Ao desselben O0, =1, O ao =a, auf dem anderen 
Schenkel Bo aber 0a, = a, zieht die Gerade 1) a, und parallel zu ihr 
durch ao die Gerade a pı, so ist Om =p, denn es besteht die 
Proportion 

Olo 0a 
0a, Op 

Legt man hierauf denselben spitzen Winkel an die Seite Bo an, macht 
also den Winkel BoC gleich dem Winkel Ao B, macht auf dem Schenkel 
o B die Strecke Ol, —=1 und auf dem andern Schenkel o C die Strecke 


N a 
das ist — = — woraus p, =a’. 
a Pı 
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0a, = a, zieht die Gerade 1, a, und parallel zu ihr durch p, die Gerade 
9 Pa, SO ist O pı = pı, denn es besteht die Proportion 
oz ae das ist + =, woraus p: = 4a pı = a’. 

Man kann nun wieder denselben Winkel an die Seite 0 C antragen, 
auf O0 C die Strecke O 1, = 1 machen und auf dem folgenden Schenkel 
wieder die Linie a auftragen u. s. f.; allein wenn man berücksichtigt, dass 
die Punkte lo, 1,, 1, ... alle um die Länge 1, und die Punkte a, a, 
a, ... alle um die Länge a von O entfernt sind, dass also die Punkte 
lo, 11, 12 ... auf dem Umfange eines Kreises vom Halbmesser 1, und 
die Punkte ao, @, a... auf dem Umfange eines Kreises vom Halb- 
messer a liegen, beide Kreise aber concentrisch sind, da beide den Punkt 0 
als Mittelpunkt haben, so lässt sich die Construktion auf folgende Weise 
ausführen. 

Man beschreibe (Fig. 62) um den Punkt O mit den Halbmessern 
1 und a concentrische Kreise und ziehe vom Mittelpunkte aus den be- 
liebigen Strahl co, hierauf trage man von diesem Strahle aus, auf einem 
der Kreise einen kleinen Bogen beliebig vielmal auf und lege durch die 
Theilpunkte die Strahlen ¢,, C2, €3..., so erhält man auf dem kleineren 
Kreise die Punkte lo, lı, la, 13... und auf dem grösseren Kreise die 
Punkte ao, a, @2, a3... Nun ziehe man die Geraden lo a, lı a2, le as, 
13a, ... und lege durch a die Gerade a, p, parallel zu lo @,, durch pı 
die Gerade p, p: parallel zu 1, @,, durch p> die Gerade », p, parallel zu 
1, a3 u. s. f, so erhält man die gebrochene Linie ao Pı Pa Ps... 

Aus der Construktion ergeben sich die Proportionen: 


pee = ne das ist EPEE 
0a Op, a Pı 
ia r 
ie on MM Se 
eee oe das ist —=8 u. Ss. W. 


Hieraus folgt weiter: 
p = 4 4 = 07, RP = U Ppi =A, py = A pi =A, Py = A Pa = A? U SW. 
und es stellen also die Strahlen 
Omi, sp, Ope OPi: 
die aufeinanderfolgenden Potenzen von « dar. 


Tragen wir den Winkel, den je zwei Strahlen mit einander machen, 
und den wir mit a bezeichnen wollen, noch einmal rückwärts, also auf 
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der andern Seite yon co auf, construiren den Strahl Oc, nehmen diesen 
als Anfangsstrahl an und ziehen die Gerade 1 a, so ergeben sich für die 
Winkel, welche die Strahlen nach einander mit dem Anfangsstrahle machen 
und welche wir mit w bezeichnen wollen, so wie für die den Winkeln 
zugehörigen Strahlen » folgende Beziehungen. 

Ist w = 0 so ist p = 1 

„ USa n pHa 

76, 2 

n wna „ma 

g media „ DEEE 

Hieraus ergiebt sich aber Folgendes: Während die Winkel, welche 

die Strahlen mit dem Anfangsstrahle machen, wie die natürlichen Zahlen 
wachsen, also eine arithmetische Reihe bilden, wachsen die den Winkeln 
entsprechenden Strahlen nach den Potenzen von a, und bilden also eine 
geometrische Reihe und zwar so, dass jede Zahl, welche den Winkel als 
ein Vielfaches von a bezeichnet der Potenzexponent für den diesem Winkel 
entsprechenden Strahl ist, so dass den Winkeln 

Oy Cg Pag 3a an 00 


„ beziehungsweise die Strahlen 


In Banana) Kal: 
entsprechen. 

Je kleiner der Winkel a wird, um so näher rücken die Punkte p 
und um so mehr nähert sich die gebrochene Linie einer Kurve, welche 
eine Spirale ist, sodass für unendlich kleine a die gebrochene Linie in 
eine Kurve übergeht, für welche die oben dargestellten Beziehungen 
ebenfalls gelten. 

Bezeichnet man daher allgemein irgend einen Strahl mit p und den 
Winkel, den er mit dem Anfangsstrahle macht mit w, so lassen sich die 
hier bestehenden Beziehungen durch die Gleichung 

p= 
darstellen. Denn setzt man in dieser Gleichung 
=0 so ist p = a = 1 
w=1l1 „ pea' 
w=2 , pow 
w=} „ pau. s. W. 

Betrachtet man die Linie a als die Basis eines logarithmischen 

Systems, so ist 

w = log p 
und es ist daher der Winkel, den ein Strahl mit dem Anfangsstrahle 
macht der Logarithmus, der Strahl aber ist der diesem Logarithmus ent- 
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sprechende Numerus. Wegen dieser Eigenschaften wird die Kurve eine 
logarithmische Spirale genannt. 

Setzt man die Construktion vom Strahle ¢ aus nach der entgegen- 
gesetzten Richtung fort, so werden die Winkel negativ und die Werthe 
von » kleiner als eins. 


20. Operationen mit der logarithmischen Spirale. 


Hat man nun für irgend eine Basis eine solche logarithmische Spirale 
construirt, so lassen sich mit Hilfe derselben alle diejenigen Operationen 
graphisch ausführen, welche mit einer Logarithmentafel arithmetisch aus- 
geführt werden. 

Ist das Produkt bc zu bilden, so trage man diese Linien als Strahlen 
in die Spirale ein (Fig. 63), mache also Ob=b, Oc==c, dann ist 

Bog. a a, = log b; Bog. ao a, = log c. 

Macht man nun Bog. a, a; == Bog. a, a, so ist 

Bog. do as = Bog. ao a, + Bog. ay az 
= log b + loge 
= log (b ¢). 
Legt man daher durch a, den Strahl Od so ist 
Od=be. 


c 
Ist der Quotient z zu bilden und ist wieder 0b =b, 0c =c, so 


ist auch Bog. a, a, = log b, Bog. a, a, = log c. 
Macht man nun in entgegengesetzter Richtung Bog. a, a’ = Bog. a, a: 


so ist | 
Bog. a, a’ = Bog. a, a, — Bog. as @ı 


= log c — log b 
— l c 
TAB Sga 
Legt man daher durch a’ den Strahl 0d’ so ist 
pd = — 


b b 
Bildet man den Quotienten |: 80 ist, weil 5 kleiner als c und = 


kleiner als eins, auch log 5 kleiner als log c und folglich die Differenz 
log 5 — loge negativ. Macht man in entgegengesetzter Richtung 


Bog. a, a” = Bog. a aa 
so ist 
Bog. ao a’ = Bog. ao a, — Bog. ao az 
= log b — loge 
BL: b 
= log ve 
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Legt man daher durch a” den Strahl 0d” so ist 


; b 
eS 
c 


Ist eine Potenz z. B. 5* zu construiren, so trägt man die Linie b 
als Strahl in die Spirale ein (Fig. 64), so dass Od=b ist. Dieser 
Strahl schneidet den Kreis im Punkte a, und es ist daher Bog. a, a, = log b. 

Macht man nun Bog. do a, = 4 . Bog. ap ay, So ist Bog. do ay = 4. log b 
und zieht man durch den Punkt a; den Strahl 00’ so ist 

00h 

Ist eine Wurzel, z. B. vi zu construiren, so trägt man die Linie J’ 
als Strahl in die Spirale ein, so dass 0d'=b' ist. Dieser Strahl 
schneidet den Kreis im Punkte a, und es ist daher Bog. ao as = log Jv’. 
Theilt man diesen Bogen in vier gleiche Theile, so dass 


F E 1 
Bog. do = Bog. a, a, ist, so ist auch Bog. a, @ = 2 log d’ 


4 
und zieht man durch den Punkt a, den Strahl O% so ist 
ob= Vi 

Für die Construktion einer Potenz mit gebrochenem Exponenten 
ergibt sich nach dem Vorausgegangenen sehr leicht Folgendes. Soll 
z. B. b? construirt werden, so trage man (Fig. 65) die Linie b als Strahl 
in die Spirale ein, so dass O b= b ist. Dieser Strahl schneidet den Kreis 
im Punkte a, und es ist daher 


Bog. do a, = log b. 


1 
Macht man Bog. aoa, = 3. Bog.a,a, und Bog. ao a2 =-> Bog. ao a; 
so ist 3 2 
Bog. do a, = -5 Bog. ao a 
8 
ay log 0. 


Legt man endlich durch den Punkt a, den Strahl 08' so ist 
0b =b}. 
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Zweiter Abschnitt. 


Die Gleichungen. 
1. Die Gleichungen vom ersten Grade mit einer Unbekannten. 


a. Construktion der Gleichungen. 


A a Š < A we 
Wenn das Verhältniss z vou zwei unveränderlichen Linien a und b 


Y 
gegeben ist, so lässt sich ein Verhältniss - von zwei veränderlichen Li- 


nien y und z, von denen die eine beliebig angenommen werden kann, 
a 
A 


construiren, welches dem Verhältnisse —- stets gleich ist, so dass für jedes 


l 
beliebig angenommene x die Proportion 

Ki 

gb 
besteht. 

Um dieses zu construiren macht man auf ciner Geraden 0 X (Fig. 66) 
die Strecke 0 b= b, errichtet in b eine Senkrechte auf 0 X, macht auf 
dieser Senkrechten b a =a und zieht durch O und a die Gerade Os. 
Nimmt man nun auf der Geraden 0 X einen beliebigen Punkt x an, so 
dass die Strecke Ox=.x ist, oder den Werth von x darstellt, und 
errichtet im Punkte x eine Senkrechte auf 0 X bis zur Linie Os, so ist 
diese Senkrechte das dem beliebig angenommenen z entsprechende y, 
denn es besteht die Proportion 


x b 

und diese Proportion besteht fort, wo man auch den Punkt x auf der 
Geraden O X annehmen mag, d. b. für jeden beliebig angenommenen 
Werth von x. Aus der Proportion folgt die Gleichung 

I ~ T, 
durch welche für jeden beliebig angenommenen Werth von x der Werth 
von y bestimmt wird, welche also die Abhängigkeit des Werthes y vom 
Werthe x darstellt. 
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Stellen wir uns nun vor, es bewege sich von O aus auf der Geraden 
0X ein Punkt und gleichzeitig in der Richtung des y ein zweiter Punkt, 
so dass er immer in der in x errichteten Senkrechten bleibt und dass der 
Abstand dieser beiden Punkte, den wir eben mit y bezeichnet haben, fort- 
während, also für die continuirliche Veränderung des Werthes von x der 
Proportion 

y a 

Caer 
entspricht, so beschreibt der zweite Punkt bei seiner Bewegung die gerade 
Linie 0s, so dass durch die Gleichung 

a 

ome ee 
die Lage und Richtung der Geraden 0s bestimmt wird und in der Glei- 
chung das Bildungsgesetz dieser Linie ausgesprochen liegt. Man nennt 
deshalb auch diese Gleichung die Gleichung der geraden Linie 0s. 

Verlängern wir die Gerade 0 X in der entgegengesetzten Richtung 0 X’ 
(Fig. 67) und nehmen auf dieser Verlängerung Werthe von x an, so sind 
diese Werthe, den Werthen auf der andern Seite entgegengesetzt und 
daher mit minus zu bezeichnen. Zufolge der Gleichung werden aber dann 
auch die Werthe von y negativ, so dass auch diese in der entgegen- 
gesetzten Richtung zu nehmen sind. Für einen solchen Werth 0.2’ er- 
halten wir den zugehörigen Werth 2’ y', so dass y' auf der in der ent- 
gegengesetzten Richtung verlängerten Geraden Os’ liegt. 

Legt man (Fig. 68) durch 0 die Gerade Y Y’ senkrecht auf XX, 
so entspricht die Richtung von 0 Y der Richtung der Werthe + y und 
die Richtung 0 Y’ der Richtung der Werthe — y. 

Von je zwei zusammengehörigen Werthen von x und y sagt man sie 
seien einander zugeordnet, coordinirt, und nennt die beiden Geraden, welche 
diese Werthe darstellen, Coordinaten, und zwar die Coordinaten desjenigen 
Punktes der Linie ss’, der eben durch sie bestimmt wird. Es wird auch 
x als Abscisse und y als Ordinate bezeichnet. Die beiden Geraden X X’ 
und Y Y' nennt man die Coordinatenaxen und ihren Durchschnittspunkt 0 
den Anfangspunkt der Coordinaten, weil von diesem Punkte aus die 
Werthe von z und y gezählt werden. Die Axen theilen die Ebene in 
vier Quadranten, man bezeichnet den zwischen X und Y als den ersten, 
den zwischen Y und X’ als den zweiten, den zwischen X’ und Y” als 
den dritten und den zwischen Y’ und X als den vierten Quadranten. 

Die Gerade Os bleibt für jeden Werth von x dieselbe, so lange das 
Verhältniss $ dasselbe bleibt; denn dieses Verhältniss bestimmt den 
Winkel, den die Gerade Os mit der X Axe bildet und zwar ist es die 
trigonometrische Tangente dieses Winkels. 
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Wir haben ursprünglich den Werth des Verhältnisses = als positiv 


angenommen; allein dieses Verhältniss kann auch negativ werden und 
dieses hängt davon ab, ob a und b positiv oder negativ sind. Es sind 
in dieser Beziehung folgende Fälle möglich: 


a a FR u 
Ist a positiv und b positiv, so ist T positiv 


Aen à A a z 
Ist a positiv und b negativ, so ist > negativ 


À ., a a 
Ist a negativ und èb negativ, so ist T positiv 


F rel ee 5 
Ist a negativ und b positiv, so ist F negativ. 


Für den ersten und dritten Fall hat die Gerade die Lage ss’ 
(Fig. 69 u. 70), durchschneidet also den ersten und dritten Quadranten; 
für den zweiten und vierten Fall hat die Gerade die Lage s, s’, (Fig. 71 
u. 72), durchschneidet also den zweiten und vierten Quadranten. 


Wird der Werth des Verhältnisses + unendlich gross, so fallt die 


Linie mit der Y Axe zusammen und ist das Verhaltniss = Null oder un- 
endlich klein, so fallt die Linie mit der X Axe zusammen; wird das 


Verhältniss $ = 1, so halbirt die Linie den Winkel der Coordinatenaxen. 


3 a 5 oie 
Wenn das Verhältniss 7, von zwei unveränderlichen Linien a und b 


gegeben ist, so lässt sich ein Verhältniss für die veränderlichen Linien y 
und x in der Art construiren, dass die Differenz zwischen y und einer 
constanten Linie d sich zu x verhält wie a zu 5 und zwar für jeden 
beliebig angenommenen Werth von x, so dass immer die Proportion 


y—d a 

x Ei 
besteht. , 
Diese Construktion lässt sich auf folgende Weise ausführen (Fig. 73). 
Wir setzen wieder a und b als positiv voraus und machen daher auf der 
positiven Seite der X Axe 04 = b, errichten in d in der positiven Rich- 
tung der y eine Senkrechte und machen auf dieser b a= a, hierauf 
legen wir durch 0 und a die Gerade Os. Tragen wir dann auf der 
positiven Seite der Y Axe die Strecke O d= d auf und legen durch d 

die Gerade dl parallel zu Os, so ergibt sich leicht Folgendes. 

Nehmen wir auf der positiven Seite der X Axe den beliebigen 
Punkt 2 an, und errichten in diesem Punkte eine Senkrechte, bis zur 
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= = 
Linie dl, so ist x y = y, y m= d und daher z m = y — d und es besteht 
die Proportion 


Aus der Proportion folgt die Gleichung 
u= i; etd 
und dieses ist die Gleichung der Geraden 7, in welcher für r= 0, 
y =d wird. 

Soll sich dagegen die Summe von y und einer constanten Zahl d zu z 
verhalten wie a zu b, so hat man folgende Construktion (Fig. 74). Setzen 
wir a sowohl als 5 als positiv voraus, so macht man auf der positiven 
Seite der XAxe Ob==b, errichtet in b in der positiven Richtung von y 
eine Senkrechte und macht auf dieser b a =a, hierauf legt man durch 
O und a die Gerade Os. Man macht hierauf auf der negativen Seite der 
YAxe Od==d und legt durch d eine Parallele 7, zu Os, nimmt auf der 
XAxe einen beliebigen Punkt x an und errichtet die Senkrechte x m, 
welche die Gerade I, in y schneidet, so ist «v y =y, y m= d, daher 
zm=y--d und es besteht die Proportion 


yta a 


2 b 
aus der Proportion aber folgt die Gleichung 


y-zı—d 


und dieses ist die Gleichung der Geraden 7, in welcher für <= 0, 
y =— d wird. 
Wenn wir nun beräcksichtigen, dass das Verhältniss s somal po- 
sitiv als negativ sein kann, so ist ganz allgemein 
y=+ 5 ttd. 


die Gleichung einer geraden Linie, deren Lage durch die Vorzeichen der 
Constanten a, b, d, bestimmt wird, so dass folgende vier Fälle 


a 
y=+7z:+4 


y-+7.—d 


y=— F rtd 
a : : 
YF fe d möglich sind. 
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b. Auflösung der Gleichungen. 


Jede Gleichung vom ersten Grade mit einer Unbekannten lässt sich 
stets auf die Form 


O=+—aitd 
b 


und für den Fall, dass = 1 ist oder die Gleichung mit diesem Divisor 
multiplicirt wurde, auf die Form 

Oates 
bringen. Es stellt also eine solche Gleichung die Gleichung einer geraden 
Linie dar und zwar für den speciellen Fall, dass y = O ist. 

Bestimmt man aus einer solchen Gleichung den Werth von æ, so sagt 
man, die Gleichung sei für x aufgelöst und nennt den erhaltenen Werth 
eine Wurzel der Gleichung. Setzt man diesen Werth in die Gleichung 
ein, so wird sie wirklich null. 

Die Auflösung einer Gleichung vom ersten Grade besteht demnach 
darin, denjenigen Werth von x zu bestimmen, für welchen sie null wird. 

Wollen wir nun diese Auflösung graphisch bewirken, so setzen wir 
den auf 0 reducirten Ausdruck gleich y, setzen also y für null und con- 
struiren diejenige Gerade, welcher die Gleichung entspricht. In dieser 
Construktion wird nun y in demjenigen Punkte 0, in welchem die Gerade 
die XAxe schneidet und es ist mithin diejenige Strecke auf der X Axe, 
welche zwischen dem Anfangspunkte und dem Durchschnittspunkte der 
Geraden liegt, der Werth von æ, für welchen die Gleichung null wird, also 
die Wurzel der Gleichung. Gleichzeitig ergibt sich aus der Lage dieser 
Strecke, ob x positiv oder negativ ist. 

Aus der Gleichung 

a z ENT) a 
(bet d folgt die Proportion F Dr + m 

Bezeichnen wir in den Fig. 73 und 74 den Durchschnittspunkt der 
Geraden 7 und J, mit der X Axe mit w, indem wir gleichzeitig mit w die 
Strecke O w, also den Werth der Wurzel bezeichnen, so ergibt sich aus 
der Fig. 73 sofort, dass die Dreiecke Oba und #0 d ähnlich sind, sowie 
aus der Aelmlichkeit dieser Dreiecke die Proportion 

Od __ba 

“Ow” 00 
und da Ow auf der negativen Seite der X Axe liegt, so ist die Wurzel 
negativ. Dieses folgt auch aus der entsprechenden Gleichung 


l 
das ist aber = = 
æ b 


i 
i= = x-4} d denn aus dieser folgt die Proportion — - = > 


Wenn wir ferner in der Fig. 74 wd’ parallel mit Od ziehen, so ist 
w d =d; die Dreiecke Oba und QOwd' sind aber ähnlich und aus der 
Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt die Proportion 
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wd ba h d a 
ror = Bw das ist aber EF = F 
und da Ow auf der positiven Seite der XAxe liegt, so ist die Wurzel 


positiv. Dieses ergibt sich auch aus der entsprechenden Gleichung 


1 
= = 2 — d denn aus dieser folgt die Proportion — ==, = 
Sieht man von den Vorzeichen ab, so lässt sich die Proportion 
eee 
PTE 


allgemein auf folgende Weise construiren und die Wurzel der Gleichung 
bestimmen. Auf dem einen Schenkel eines Winkels (Fig. 75) macht man 
0a=a und Od=d, auf dem andern Schenkel aber 0O b= b, zieht die 
Gerade ab und parallel zu ihr durch d die Gerade dz, so ist Ov = x. 
Denn aus der Construktion ergibt sich die Proportion 
á Od Oa a. a 
02 = 0b das ist pre 
und es ist mithin 0.2 der absolute Werth der Wurzel, dem man dann das 
positive oder negative Vorzeichen beizulegen hat, wie es sich aus der 
Proportion ergibt. 


2. Die Gleichungen vom ersten Grade mit zwei Unbekannten. 


Wenn zwei Unbekannte durch Gleichungen bestimmt werden sollen, 
so müssen auch zwei von einander unabhängige Gleichungen gegeben sein, 
welche die beiden Unbekannten enthalten. Bei der arithmetischen Be- 
stimmung dieser Unbekannten verführt man nun gewöhnlich so, dass man 
die eine Gleichung für eine Unbekannte auflöst und den gefundenen Aus- 
druck in die andere Gleichung einsetzt, wodurch man eine Gleichung mit 
einer Unbekannten erhält, die sich dann aus dieser Gleichung bestimmen 
lässt. Den für diese Unbekannte gefundenen Werth setzt man dann in 
die für die erste Unbekannte aufgelöste Gleichung ein, welche nun auch 
nur eine Unbekannte enthält, die aus dieser Gleichung bestimmt wird. 

Dieses Verfahren könnte auch grapbisch ausgeführt und die beiden 
Unbekannten könnten nach einander bestimmt werden. Allein ein kürzeres 
und eleganteres Verfahren ergibt sich aus folgender Betrachtung. Da jede 
der beiden gegebenen Gleichungen eine Gleichung vom ersten Grade ist, 
so entspricht auch jede derselben einer geraden Linie. Bringen wir daher 
eine jede der beiden Gleichungen auf die Form 


y= 5 +d 
so können wir die beiden geraden Linien construiren. Nun haben die 
beiden Unbekannten x und y in beiden Gleichungen denselben Werth; 
daher müssen sie durch diejenigen Coordinaten dargestellt werden, welche 
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beiden geraden Linien gemeinschaftlich angehören. Es können folglich 
nur die Coordinaten eines Punktes sein, welcher in beiden geraden Linien 
liegt. Nun haben aber zwei gerade Linien, wenn sie nicht parallel sind, 
nur einen Punkt, nämlich ihren Durchschnittspunkt mit einander gemein, 
und folglich müssen die Coordinaten dieses Durchschnittspunktes die ge- 
suchten Unbekannten sein. 

Die graphische Bestimmung der Unbekannten besteht daher darin, dass 
man die den beiden vorgelegten Gleichungen entsprechenden Graden con- 
struirt und die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes bestimmt. 

Es mögen nun 


die beiden vorgelegten und entsprechend umgestalteten Gleichungen sein. 

Macht man in dem Coordinatensystem (Fig. 76) Ob; = bı, bh m =a 
und Od, = d,, zieht die Gerade Oa, und parallel zu ihr durch d, die 
Gerade 7,, so entspricht diese der Gleichung 


a 
y. = m + d 
Macht man ferner O bı =b, b =a, und Od=d,, zieht die 


Gerade Oa, und parallel zu ihr durch d, die Gerade l, so entspricht 
diese der Gleichung 


a, 
y =; th 


Construirt man endlich fär den Durchschnittspunkt beider Geraden 
die Coordinaten, so sind 0 x und xy die beiden Unbekannten. 


Ist —- = — so sind die Linien /, und 7, parallel, daher treffen sie 


erst in unendlicher Entfernung zusammen und es siud folglich auch x und y 
unendlich gross. Dasselbe Resultat ergibt sich aus der arithmetischen Be- 
handlung der Gleichungen. 


3. Die Gleichungen vom zweiten Grade mit einer Unbekannten. 


a. Auflésung der Gleichungen. 
Jede vollstindige Gleichung vom zweiten Grade mit einer Unbe 
kannten lässt sich stets auf die Form 
Ptartb=0 

bringen und es gehen daraus riicksichtlich der Vorzeichen folgende vier 
Fälle hervor: 

1. par +b=0 2. tor —b=0 

3. 2 — ar +b=0 4. 2 —ar—b=0 
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Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung, also diejenigen Werthe 
von z, für welche die Gleichung O wird, mit a und 3 und führt in der 
Gleichung 

(x — a) (2 — 8) =0 
die Multiplikation aus, so erhält man 


e—(atArtas=—0 
und es geht hieraus hervor, dass in einer jeden vollständigen und geord- 
neten Gleichung vom zweiten Grade der Faktor von x gleich der Summe 
der Wurzeln, das bekannte Glied aber gleich dem Produkte der Wurzeln 
der Gleichung ist. Es ist also 
a=a+ pf; b=a f. 

und man kann daher aus den Vorzeichen von a und b auf die Vorzeichen 
der Wurzeln schliessen. 

Ist 5 positiv, so sind entweder beide Wurzeln positiv oder es sind 
beide Wurzeln negativ; sie sind aber beide positiv wenn «æ negativ, und 
beide negativ wenn a positiv ist. 

Ist b negativ, so ist die eine Wurzel positiv, die andere negativ und 
es ist die positive grösser als die negative wenn a negativ, dagegen die 
negative grösser als die positive, wenn æ positiv ist. 

Nach diesen Merkmalen hat die erste Gleichung zwei negative Wur- 
zeln, die dritte Gleichung zwei positive Wurzeln, während die zweite und 
vierte Gleichung je eine positive und eine negative Wurzel hat und zwar 
ist in der zweiten Gleichung die negative Wurzel grösser als die positive, 
in der vierten Gleichung aber die positive Wurzel grösser als die negative. 

Man nennt nun zwei aufeinanderfolgende gleiche Zeichen eine Zeichen- 
folge, zwei aufeinanderfolgende ungleiche Zeichen aber einen Zeichen- 
wechsel. Demnach sind in der ersten Gleichung zwei Zeichenfolgen, in 
der dritten Gleichung zwei Zeichenwechsel, in den übrigen beiden Gleichun- 
gen aber eine Zeichenfolge und ein Zeichenwechsel enthalten. Daher kann 
man sagen: jeder Zeichenfolge entspricht eine negative und jedem Zeichen- 
wechsel entspricht eine positive Wurzel der Gleichung. 

Bringt man in den vorstehenden Gleichungen das bekannte Glied auf 
die rechte Seite, so gehen sie in die folgenden über: 

1. ae —=-—1. 2. #@+tar=)b 
3. P—ar—=—b. A aaa I 
Die Gleichung 1 lässt sich auch so schreiben 
A L 
und wenn man — z == y setzt, so geht sie über in 
y? — a j = — b. 
Multiplicirt man diese Gleichung mit — 1, so erhält man 
—ytay=b. 
4 
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Wird die Gleichung 3 mit — 1 multiplicirt, so erhält man 

= BS ts 

Unsere Gleichungen nehmen daher folgende Gestalt an 

l. —ytay=b 2, 2+ar=bd, 
3. — a +taı=b 4. 2°—ar=b. 

Die linken Seiten dieser Gleichungen lassen sich nun in Produkte von 

zwei Faktoren verwandeln, so dass wir erhalten 

1. y(a—y)=—b. 2. za +a)—=b 

3. «(a—2) =). 4. (x—a)=b 
und da das bekannte Glied 6 gleich dem Produkte der Wurzeln ist, so 
sind die Faktoren der Produkte auf der linken Seite die Wurzeln der 
Gleichungen. 

Ware nun das bekannte Glied 5 ein Quadrat, so wäre die Seite dieses 
Quadrates die mittlere Proportionale zu den Faktoren auf der linken Seite. 
Das bekannte Glied 5 lässt sich aber auf folgende Weise in ein Quadrat 
verwandeln. Bezeichnen wir die Quadratseite mit d, so muss sein 

ID= d? 
wonach d die mittlere Proportionale zu b und der Construktionseinheit 
ist. Machen wir daher (Fig. 77) O b= b, b1 = 1, beschreiben über O 1 
als Durchmesser einen Halbkreis, und errichten in b auf dem Durchmesser 
die Senkrechte b d, so ist b d = d. 

Führen wir nun dieses Quadrat in die Gleichungen ein, so er- 

halten wir 

1. yla— y =d 2. x(x} a) =d? 

3. z(a —21r)= d? 4. 2(¢—a=@? 
und wenn wir durch Construktion die Faktoren auf der linken Seite be- 
stimmt haben, so stellen die erhaltenen Linien die Wurzeln der Gleichun- 
gen dar. Diese Construktionen lassen sich aber auf folgende Weise aus- 
führen. Für die Gleichung 

1. y(a— y) =d 

ergibt sich folgende Construktion. 

Auf einer Geraden (Fig. 78) mache man 0 a= a und construire über 
Qa als Durchmesser einen Halbkreis, errichte hierauf in a eine Senkrechte 
auf Oa und mache auf dieser Senkrechten a d = d, lege durch d die 
Gerade dd’ parallel zum Durchmesser und mache d'm senkrecht auf den 
Durchmesser, welcher hierdurch in die Linien 0m und am getheilt wird 
und zwar so, dass d'm die mittlere Proportionale zu 0m und am ist. 

Es sind daher Om und am die Wurzeln der Gleichung, welche aus 
den früher angegebenen Gründen beide negativ sind. 

Für die Gleichung 

2, r(r-+-a) =a" 
ergibt sich die folgende Construktion: 
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Auf einer Geraden (Fig. 79) mache man 0 a= a und construire mit 
Oa als Durchmesser einen Kreis. Hierauf errichte man in @ eine Senk- 
rechte auf dem Durchmesser und mache auf dieser Senkrechten a d = d. 
Zieht man nun durch d und den Mittelpunkt des Kreises eine Gerade, 
so trifft diese den Kreis in den Punkten m und n und es ist ad die 
mittlere Proportionale zu n d und md. Ist daher m d = z, so ist n d = 
z2--a und mithin sind md und n d die Wurzeln der Gleichung und zwar 
ist nd negativ, m d positiv. 
Die Gleichung 
3. x(a — x)= d? 
stimmt der Form nach mit der Gleichung 1 überein, daher ist hier die- 
selbe Construktion wie dort anzuwenden, auch hier sind am und Om die 
Wurzeln der Gleichung, welche beide positiv sind. 
Für die Gleichung 
4. s(¢—a)=@? 
hat man dieselbe Construktion wie für die Gleichung 2 auszuführen. Es 
ist aber hier ad=x und m d= x— a, daher sind md und nd die 
Wurzeln der Gleichung und zwar ist die grössere n d positiv, die kleinere 
md negativ. 


b. Construktion der Gleichungen. 


Wenn eine Gleichung vom zweiten Grade zwei veränderliche Linien 
zx und y enthält, welche so von einander abhängen, dass für jeden be- 
liebig angenommenen Werth von x ein Werth von y aus der Gleichung 
sich ergibt, so kann man diese Gleichung ebenso construiren, also die der 
Gleichung entsprechende Linie ebenso darstellen, wie wir dieses für die 
Gleichung des ersten Grades und die ihr entsprechende gerade Linie 
kennen gelernt haben. 

Wir wollen die Construktion einiger der bekanntesten dieser Gleichun- 
gen vornehmen und die wichtigsten Eigenschaften der ihnen entsprechen- 
den Linien betrachten. 


1. Der Kreis, 
Ist die Gleichung 
r= ar’ + y’ 
das ist die Gleichung eines Kreises, dessen Halbmesser » ist, gegeben, 
und lösen wir sie für y auf, so erhalten wir 
yor Vr? — 2? 

Beziehen wir diese Gleichung auf das rechtwinkelige Coordinatensystem, 
(Fig. 80) so sehen wir zunächst, dass es fir jeden Werth von z zwei Werthe 
von y gibt, welche einander gleich, aber entgegengesetzt gerichtet sind, 
so dass der eine Werth von y auf der positiven, der andere auf der ne- 

4° 
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gativen Seite der YAxe liegt. Hieraus geht aber hervor, dass die der 
Gleichung entsprechende Linie zur X Axe symmetrisch ist. 

Setzen wir z = +r, so wird für jeden dieser beiden Werthe y = 0. 
Die Linie schneidet hiernach die XAxe sowol auf der positiven als auch 
auf der negativen Seite in der Entfernung r vom Coordinaten-Anfang. 

Wird x grösser als r, so wird die Differenz unter dem Wurzelzeichen 
negativ und folglich wird y imaginär. Es geht hieraus hervor, dass es 
für Werthe von x, welche grösser als r sind, keine Werthe mehr für y 
gibt, dass also r der grösste Werth ist, den x überhaupt annehmen kann. 

Setzen wir s= 0, so wird y=-+r, die Linie schneidet daher die 
YAxe, sowol auf der positiven als auf der negativen Seite, in der Ent- 
fernung r vom Coordinaten-Anfang. 

Aus dem Bisherigen folgt aber, dass alle Werte von x, für 
welche sich Werthe von y ergeben, zwischen den Grenzen 2—=0 und 
2=+r liegen, sowie dass y fir z = 0 am grössten und für s =r am 
kleinsten ist. 

Wächst daher x von null bis r, so nimmt y beständig ab. Da aber 
für einen jeden Werth von æ die Gleichung 

r= +y? 

besteht, so ist für einen jeden Werth von x innerhalb der angegebenen 
Grenzen, r die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen Katheten 
x und y sind. Hieraus folgt aber, dass jeder durch die Coordinaten x 
und y bestimmte Punkt, mithin ein jeder Punkt der Linie, vom Anfangs- 
punkte der Coordinaten gleich weit, nämlich um die Länge r entfernt ist. 
Hieraus folgt dann weiter, dass die der Gleichung entsprechende Linie 
ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt im Coordinaten-Anfang liegt, und dessen 
Halbmesser die Constante r ist. 

Für die Tangente eines Kreises besteht die Bedingung, dass sie auf 
dem nach dem Berührungspunkte gezogenen Halbmesser senkrecht steht. 

Es ist nun entweder der Berührungspunkt gegeben, in welchem eine 
Tangente an den Kreis gelegt werden soll, oder es ist ein Punkt ausser- 
halb des Kreises gegeben, von welchem aus eine Tangente an den Kreis 
gelegt werden soll. 

Ist der Berührungspunkt ¢ gegeben (Fig. 81), so ziehe man den Halb- 
messer cf und errichte auf diesem in ¢ eine Senkrechte, dann ist diese 
Senkrechte die verlangte Tangente. 

Ist ein Punkt p ausserhalb des Kreises gegeben (Fig. 82), so ver- 
binde man ihn mit dem Mittelpunkte des Kreises c durch die Gerade c p 
und beschreibe über cp als Durchmesser einen Kreis, welcher den ersten 
Kreis in den Punkten ¢ und ¢’ schneidet. Zieht man dann die Geraden 
pt und pt’, so sind diese Geraden Tangenten an den Kreis. 
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2. Die Ellipse. 
Ist die Gleichung 
DET Y 
a taal 
gegeben, das ist die Gleichung einer Ellipse, deren halbe grosse Axe = a 


und deren halbe kleine Axe =O ist, und lösen wir sie für y auf, so 
erhalten wir 


iW ap ee Ee 
a NE ne 
i a 


Beziehen wir diese Gleichung auf das rechtwinkelige Coordinaten- 
system (Fig. 83), so sehen wir, dass es für jeden Werth von x zwei Werthe 
von y gibt, welche einander gleich aber entgegengesetzt gerichtet sind, so 
dass der eine Werth von y auf der positiven, der andere auf der nega- 
tiven Seite der YAxe liegt. Es geht hieraus hervor, dass die der Glei- 
chung entsprechende Linie zur X Axe symmetrisch ist. 

Setzen wir 2=-+a, so wird für einen jeden dieser beiden Werthe 
y=0. Hiernach schneidet die Linie die XAxe, sowohl auf der posi- 
tiven als auch auf der negativen Seite, in der Entfernung a vom Coor- 
dinaten-Anfang. 

Wird x grösser als «, so wird die Differenz unter dem Wurzel- 
zeichen negativ und folglich wird y imaginär. Hieraus folgt, dass es für 
Werthe von x, welche grösser als a sind, keine Werthe für y gibt, dass 
also a der grösste Werth ist, den x überhaupt annehmen kann. 

Setzen wir z = 0, so wird y =+ b. Die Linie schneidet daher die 
YAxe, sowohl auf der positiven als auf der negativen Seite in der Ent- 
fernung b vom Coordinaten-Anfang. 

Aus den bis jetzt angestellten Betrachtungen folgt aber, dass 
alle Werthe von x, für welche sich Werthe von y ergeben, zwischen den 
Grenzen z = 0 und z= + a liegen, sowie dass y fir s= 0 am grössten 
und für a am kleinsten ist, dass also y beständig abnimmt, wenn < 
von O bis a wächst. 

Um nun ein Gesetz für diese Abnahme zu finden, haben wir zu be- 
achten, dass der Werth von y für jedes beliebig angenommene æ durch 
zwei Faktoren dargestellt wird, nämlich durch den constanten Faktor 


l — b 
= und den veränderlichen Faktor Ya? — 2%. Der constante Faktor oe 


ist das Verhältniss der kleinen halben Axe zur grossen halben Axe der 
Ellipse, und der veränderliche Faktor Y a — «a? ist die Ordinate eines 
Kreises, dessen Halbmesser die grosse halbe Axe der Ellipse ist. Be- 
zeichnen wir diese Ordinate mit y', setzen wir also 

y= Ve—a: 
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und führen diese Ordinate in die obige Gleichung der Ellipse ein, so 
erhalten wir 
b i : y b 
y= + 7. y' woraus die Proportion hervorgeht gh ne 

Diese sagt nun: Für dieselbe Abscisse x verhält sich die Ordinate der 
Ellipse zur Ordinate des mit der halben grossen Axe der Ellipse be- 
schriebenen Kreises, wie die kleine halbe Axe zur grossen halben Axe 
der Ellipse. 

Die Construktion der vorstehenden Proportion lässt sich auf folgende 
Weise ausführen. Man beschreibe (Fig. 84) mit 0 a =a den Kreisbogen 
aa', nehme auf der Abscissenaxe den beliebigen Punkt z an, und con- 
struire die zugehörige Ordinate des Kreises 2y'=y’, hierauf ziehe man 
den Halbmesser 07’, mache auf demselben 05’=b und ziehe durch J’ 
die Gerade b’y parallel zur X Axe, so sind die Dreiecke 0 y’ x und b' y’ y 
ähnlich. Hieraus folgt die Proportion 


ay’ Oy’ : 
a Oe das ist - FF 

Da diese Proportion für jeden Werth von x gilt, so kann man für 
jedes beliebig angenommene x das zugehörige y und mithin beliebig viele 
Punkte der Ellipse construiren, welche sodann stetig zu verbinden sind. 

Am einfachsten gestaltet sich die Construktion auf folgende Weise 
(Fig. 85). Man beschreibe über den Axen der Ellipse zwei concentrische 
Kreise und ziehe eine beliebige Anzahl gemeinschaftlicher Durchmesser, 
durch die Endpunkte der Durchmesser des grossen Kreises ziehe man 
Parallelen zur kleinen Axe, und durch die Endpunkte der Durchmesser 
des kleinen Kreises ziehe man Parallelen zur grossen Axe. Die von 
demselben gemeinschaftlichen Durchmesser ausgehenden Linien schneiden 
sich und ihre Durchschnittspunkte sind Punkte der Ellipse. 

Auf der grossen Axe der Ellipse, in gleichen Abständen vom Mittel- 
punkte derselben, befinden sich zwei Punkte, welche Brennpunkte genannt 
werden. Der Abstand eines jeden Brennpunktes vom Mittelpunkte heisst 
Excentricität der Ellipse. Jede gerade Linie, welche von einem der beiden 
Brennpunkte nach irgend einem Punkte der Ellipse gezogen wird, nennt 
man Leitstrahl, radius vector. Es besteht nun die Beziehung, dass die 
Summe der von beiden Brennpunkten nach irgend einem Punkte der 
Ellipse gezogenen Leitstrahlen\ gleich der grossen Axe der Ellipse ist. 

Wenn daher die beiden Axen der Ellipse gegeben sind, so lassen 
sich die Brennpunkte auf folgende Weise bestimmen (Fig. 86). Man nimmt 
die halbe grosse Axe in den Zirkel und beschreibt von einem Endpunkte 
der kleinen Axe aus Bogen, welche die grosse Axe zu beiden Seiten des 
Mittelpunktes in den Punkten f und f schneiden. Diese Schnittpunkte 
sind die Brennpunkte der Ellipse. 
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Aus der Eigenschaft, dass die irgend einem Punkte der Ellipse ent- 
sprechenden Leitstrahlen zusammen so gross sind wie die grosse Axe, er- 
gibt sich folgende Construktion der Ellipse, wenn die grosse Axe und die 
Brennpunkte gegeben sind (Fig. 87). 

Nimmt man auf der Axe, zwischen den Brennpunkten, beliebige 
Punkte ni, Nz, Ma, % an, so wird durch einen jeden solchen Punkt die 
Axe in zwei Theile getheilt. Nimmt man nun zuerst den Theil 2, a in 
den Zirkel und beschreibt damit aus den Brennpunkten die kleinen Bogen 
bei pı, nimmt hierauf den anderen Theil n, b in den Zirkel und beschreibt 
damit wieder aus den Brennpunkten die anderen kleinen Bogen bei pı, so 
senneiden sich diese Bogen, und die Durchschnittspunkte sind vier Punkte 
der Ellipse. Verfährt man mit den Theilen n, a und x, b ebenso, so er- 
hält man wieder vier Punkte p, der Ellipse und man sieht leicht ein, wie 
man auf diese Weise beliebig viele Punkte der Ellipse bestimmen kann. 

Eine Ellipse lässt sich auch auf folgende Weise construiren (Fig. 88). 
Verbindet man den Endpunkt a der grossen Axe mit dem Endpunkte c 
der kleinen Axe durch die Gerade ac und errichtet auf ihr in a eine 
Senkrechte, welche die Verlängerung der kleinen Axe in » schneidet, so- 
wie in c eine Senkrechte, welche die grosse Axe in m schneidet, so ist 
m 0 der Krümmungshalbmesser für die Endpunkte a und b der grossen 
Axe, sowie n O der Krümmungshalbmesser für die Endpunkte c und d der 
kleinen Axe. Man mache nun cn, = d m =n 0 und beschreibe aus nı 
den Bogen durch c sowie aus n, den Bogen durch d. Ebenso mache 
man am, = bm, =m 0 und beschreibe aus m, den Bogen durch a, so- 
wie aus m, den Bogen durch b. Die fehlenden Bogenstücke lassen sich 
leicht dadurch ergänzen, dass man einige Punkte nach dem vorausgegan- 
genen Verfahren bestimmt. 

Soll an eine Ellipse eine Tangente gelegt werden, wenn der Berüh- 
rungspunkt gegeben ist, so sind mehrere Construktionen möglich. Wir 
wollen hier einige derselben ausführen. Ist m der gegebene Berührungs- 
punkt (Fig. 89), so beschreibe man über der grossen Axe einen Halb- 
kreis und lege durch m eine Senkrechte auf die grosse Axe, welche den 
Halbkreis in m’ trifft. Legt man nun in m’ eine Tangente an den Halb- 
kreis, so schneidet diese die Verlängerung der grossen Axe in ». und legt 
man endlich durch p und m eine Gerade, so ist diese Gerade die ver- 
langte Tangente. 

Man ziehe (Fig. 90) nach dem gegebenen Berührungspunkte m die 
Leitstrahlen fm und f'm, halbire den Winkel, den sie mit einander 
bilden und errichte in m auf der Halbirunglinie eine Senkrechte, so ist 
diese Senkrechte die Tangente. - 

Man ziehe (Fig. 91) nach dem gegebenen Berührungspunkte m die 
Leitstrahlen fm und fm. Verlängert man nun einen derselben über m 
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hinaus und halbirt den dadurch entstandenen Nebenwinkel desjenigen Win- 
kels, den die Leitstrahlen mit einander machen, so ist die Halbirungslinie 
die verlangte Tangente. 

Ist ein Punkt » ausserhalb der Ellipse gegeben und soll von diesem 
Punkte aus eine Tangente an die Ellipse gelegt werden (Fig. 92), so be- 
schreibe man über der grossen Axe als Durchmesser einen Kreis; hierauf 
verbinde man einen der Brennpunkte, etwa f', mit p und beschreibe über 
der Verbindungslinie f p als Durchmesser einen Kreis, welcher den die 
Ellipse umschliessenden Kreis in zwei Punkten » und v’ schneidet. Legt 
man nun durch p und v, sowie durch p und n’ Gerade, so sind diese 
Geraden Tangenten an die Ellipse und es ergibt sich also hieraus, dass 
von einem Punkte ausserhalb der Ellipse zwei Tangenten an die Ellipse 
gezogen werden können. Um die Berührungspunkte genau zu bestimmen, 
zieht man durch O und », sowie durch O und »’ Gerade, und sodann 
durch den anderen Brennpunkt f Parallele zu diesen Geraden, so erhält 
man die Punkte m und m’, welches die Berührungspunkte sind. 


3. Die Hyperbel. 


Ist die Gleichung 

x? y? 
nr pea as 
gegeben, so ist dieses die Gleichung einer Hyperbel, deren halbe Haupt- 
axe = a und deren halbe Nebenaxe = b ist. Lösen wir sie für y auf, 


so erhalten wir 
NT be Va—a: 
Ae 

Beziehen wir diese Gleichung auf das rechtwinkelige Coordinaten- 
System (Fig. 93), so sehen wir, dass es für jeden Werth von x zwei Werthe 
von y gibt, welche einander gleich aber entgegengesetzt gerichtet sind, 
so dass der eine Werth von y auf der positiven, der andere auf der ue- 
gativen Seite der YAxe liegt. Es geht hieraus hervor, dass die der 
Gleichung entsprechende Linie zur X Axe symmetrisch ist. 

Setzen wir z = +a, so wird für einen jeden dieser beiden Werthe 
y =0. Hiernach schneidet die Linie die X Axe sowol auf der positiven 
als auch auf der negativen Seite in der Entfernung æ vom Coordinaten- 
Anfang. 

Wird x kleiner als a, so wird die Differenz unter dem Wurzcl- 
zeichen negativ und folglich wird y imaginär. Hieraus folgt aber, dass 
es für Werthe von x, welche kleiner als « sind, keine Werthe für y gibt, 
dass also.a der kleinste Werth ist, den x überhaupt annehmen kann. Da 
nun auch fir r= 0, y imaginär wird, so gibt es in der YAxe keinen 
Punkt der Linie. 
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Für jeden positiven oder negativen Werth von x, welcher grösser 
als a ist, gibt es stets zwei Werthe von y, welche mit x beständig und 
über alle Grenzen hinaus wachsen. 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich nun, dass die Linie aus zwei 
getrennten Theilen besteht, welche in den Entfernungen +a und — a 
vom Coordinaten-Anfange die X Axe schneiden, und dass ein jeder Theil 
von diesen Punkten an in zwei Zweigen, welche sich immer weiter von 
der XAxe entfernen, unendlich fortgeht. 

Auf der XAxe, in gleichen Abständen vom Anfangspunkte der Co- 
ordinaten, befinden sich zwei Punkte, die Brennpunkte der Hyperbel. 
Der Abstand eines Brennpunktes vom Mittelpunkte oder dem Anfangs- 
punkte der Coordinaten wird die Excentrieität genannt. Bezeichnen wir 
sie mit e, so wird sie durch die Gleichung 

= Vv a +2: 
bestimmt. 

Machen wir daher auf der YAxe 04—6 und ziehen ba, so ist 
dieses die Excentricität e, und machen wir weiter auf der XAxe 0 f=0 f 
=e so sind f und f die Brennpunkte der Hyperbel. 

Da nun für<—=0, y = + b V — 1 wird, so nennt man die Gerade 25 
auf der YAxe auch die imaginäre Axe der Hyperbel. 

Jede gerade Linie, welche von einem der beiden Brennpunkte nach 
irgend einem Punkte der Hyperbel gezogen wird, nennt man Leitstrahl, 
radius vector. Es besteht nun die Beziehung, dass die Differenz der von 
beiden Brennpunkten nach irgend einem Punkte der Hyperbel gezogenen 
Leitstrahlen gleich der Hauptaxe der Hyperbel, also gleich 2 « ist. 

Aus dieser Eigenschaft ergibt sich folgende Construktion der Hy- 
perbel (Fig. 94), wenn die Hauptaxe und die Brennpunkte gegeben sind. 
Nimmt man auf der Verlängerung der Axe, also ausserhalb der Brenn- 
punkte, beliebige Punkte 7, n, ng ... an, so hat man für einen jeden 
solchen Punkt zwei Abstände von den Scheitelpunkten a’ und a der Hy- 
perbel, nämlich für den Punkt », die Abstände », a’ und 2, a. Beschreibt 
man mit einem jeden dieser Abstände aus den Brennpunkten kleine Bogen, 
so schneiden sich diese in den Punkten p, und es sind dieses vier Punkte 
der Hyperbel. Verfährt man mit den Abständen m, @’ und n, a ebenso, 
so erhält man die vier Punkte p, und es ist leicht einzusehen, wie man 
auf diese Weise beliebig viele Punkte der Hyperbel bestimmen kann. 

Soll an eine Hyperbel eine Tangente gelegt werden, wenn der Be- 
rührungspunkt gegeben ist, so sind mehrere Construktionen möglich, von 
denen wir einige hier ausführen wollen. 

Ist m der gegebene Berührungspunkt (Fig. 95), so ziehe man die 
Ordinate m x und mache auf derselben z n= r0 sowie x n' = xa, ziehe 
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die Gerade a'n und parallel zu ihr durch %’ die Gerade n'p. Zieht 
man dann pm, so ist diese Gerade die verlangte Tangente. 

Man ziehe (Fig. 96) nach dem gegebenen Berührungspunkte m die 
Leitstrahlen fm und f'm und halbire den Winkel, den sie mit einander 
bilden, so ist die Halbirungslinie die gesuchte Tangente. 

Ist ein Punkt p ausserhalb der Hyperbel gegeben und soll von diesem 
Punkte aus eine Tangente an die Hyperbel gelegt werden (Fig. 97), so 
beschreibe man über der Axe aa’ als Durchmesser einen Kreis, hierauf 
verbinde man einen der Brennpunkte, etwa f, mit » und beschreibe über 
der Verbindungslinie fp als Durchmesser einen zweiten Kreis, welcher den 
über der Axe beschriebenen Kreis in zwei Punkten n und n’ schneidet. 
Legt man nun durch p und n sowie durch p und »' Gerade, so sind diese 
Geraden Tangenten an die Hyperbel und es ergibt sich hieraus, dass von 
einem Punkte ausserhalb einer Hyperbel zwei Tangenten an die Hyperbel 
gelegt werden können. Um die Berührungspunkte genau zu bestimmen, 
zieht man durch 0 und », sowie durch O und n’ Gerade und sodann f'm 
parallel zu O und f'm' parallel zu 07’. 


4. Die Parabel. 
Ist die Gleichung 
y =2 psr 
gegeben, so ist dieses die Gleichung einer Parabel, deren halber Parameter 
=p ist. Lösen wir sie für y auf, so erhalten wir 
y=+Y2p« 

Beziehen wir diese Gleichung auf das rechtwinkelige Coordinaten- 
System (Fig. 98), so sehen wir, dass es für jeden Werth von æ zwei 
Werthe von y gibt, welche einander gleich aber entgegengesetzt gerichtet 
sind, so dass der eine Werth von y auf der positiven, der andere auf der 
negativen Seite der YAxe liegt. Es ergibt sich hieraus, dass die der 
Gleichung entsprechende Linie zur X Axe symmetrisch ist. 

Setzen wir c=0, so wird auch y = 0. Hiernach schneidet die 
Linie die X Axe im Coordinaten-Anfang. Diesen Punkt nennt man den 


1 
Scheitel der Parabel. Setzen wir # = oP das ist gleich dem Abstande 


des Brennpuuktes vom Anfangspunkte der Coordinaten, so wird y = + p, 
also gleich dem halben Parameter. Mithin ist die Doppelordinate des 
Brennpunktes der Parameter der Parabel. 

Wird x negativ, so wird y imaginär, daher gibt es über den Scheitel 
hinaus auf der negativen Seite der XAxe keine Punkte der Parabel. 

Wachst x von null an in positiver Richtung, so wächst auch y, und 
da beide Veränderliche unaufhörlich wachsen können, so geht die Parabel 
in zwei zur XAxe symmetrischen Zweigen unbegrenzt fort. 
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Aus der Gleichung 


y =2 paz 
ergibt sich als ein charakteristisches Merkmal der Parabel, dass die Qua- 
drate der Ordinaten den zugehörigen Abscissen proportional sind. 
Bilden wir aus der Gleichung die Proportion 
| 
yp 
so heisst dieses: Die Ordinate ist die mittlere Proportionale zwischen der 
Abscisse und dem Parameter. Hieraus ergibt sich aber eine einfache Con- 
struktion der Parabel. . 
Macht man auf der negativen Seite der X Axe (Fig. 99) vom Scheitel 
aus 0 p = 2 p, also gleich dem Parameter, nimmt dann auf der positiven 
Seite der X Axe die beliebigen Abscissen O w, 072, Ozz ... an und be- 
schreibt über pa, pa, pay ... als Durchmesser Kreise, so schneiden 
diese die YAxe in den Punkten yı Yi, yo y'o, Ys y's ... und es ist 71, 
sowie y, die mittlere Proportionale zu Op und O m, % sowie y'z 
die mittlere Proportionale zu Op und 0.2, y, sowie y's die mittlere Pro- 
portionale zu O p und O., u. s. f. Legt man durch alle x Parallele zur 
Y Axe und durch alle y Parallele zur XAxe, so schneiden sich die ein- 
ander entsprechenden Linien in den Punkten m, Mi, m; ... m’, May 
m; ... so dass dieses Punkte der Parabel sind, welche man stetig mit 
einander zu verbinden hat. 
Wenn man auf der negativen Seite der XAxe in der Entfernung 


1 
-> P vom Scheitel der Parabel eine Senkrechte zur Axe zieht, so nennt 


man diese Linie die Leitlinie oder Direktrix der Parabel. Es besteht nun 
die Beziehung, dass ein jeder Punkt der Parabel von der Leitlinie und 
dem Brennpunkte gleich weit absteht, oder dass der Leitstrahl für jeden 
Punkt der Parabel gleich dem Abstande des Punktes von der Leitlinie ist. 

Hieraus ergibt sich folgende Construktion (Fig. 100). Man mache 


1 
auf der Axe der Parabel vom Scheitel 0 aus 0 a = 0 f => P, 5 ist f 


der Brennpunkt; und wenn man durch a eine Senkrechte auf die Axe 
zieht, so ist dieses die Leitlinie. Nimmt man auf der Axe die be- 
liebigen Abscissen 0.4, On, Or, ... an, zieht durch z,, 23. 13 . ... Senk- 
rechte zur Axe und schneidet nun vom Brennpunkte aus mit ax, die 
durch x,, mit a2, die durch x,, mit az, die durch z, gelegte Senkrechte, 
so erhält man die Durchschnittspunkte yı y'i, Yz Y2, Ya Y's ... Diese 
Punkte sind dann Punkte der Parabel. 

Soll an eine Parabel eine Tangente gelegt werden, wenn der Berüh- 
rungspunkt gegeben ist, so sind mehrere Construktionen möglich. 

Ist m der gegebene Berührungspunkt (Fig. 101), so construire man 
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die zu m gehörige Ordinate m r, mache auf der Axe 0 p = 0 z und ziehe 
pm, so ist dieses die Tangente. 

Man ziehe (Fig. 102) den Leitstrahl fm, mache fp = fm und ziehe 
pm, so ist dieses die Tangente. 

Man ziehe (Fig. 103) den Leitstrahl fm, mache m n parallel zur Axe 
und halbire den Winkel fm n, so ist die Halbirungslinie m p die Tangente. 

Wenn von einem Punkte p ausserhalb einer Parabel (Fig. 104) eine 
Tangente an die Parabel gezogen werden soll, so construire man zunächst 
die Scheiteltangente, welche im Scheitel auf der Axe senkrecht steht. 
Hierauf verbinde man den Punkt p mit dem Brennpunkte f und beschreibe 
über p f als Durchmesser einen Kreis. Dieser Kreis schneidet die Scheitel- 
tangente in den Punkten » und n’ und wenn man nun durch p und n, 
sowie durch p und »’ Gerade zieht, so sind diese Geraden Tangenten an 
die Parabel. Es geht hieraus hervor, dass von einem Punkte ausserhalb 
einer Parabel zwei Tangenten an die Parabel gezogen werden können. 
Um die Berührungspunkte genau zu bestimmen, beschreibt man aus dem 
Brennpunkte f mit ft den Bogen ¿m und mit ft’ den Bogen ?’ m’ dann 
sind m und m’ die Berührungspunkte. 


4. Höhere Gleichungen. 


Graphische Bestimmung der Wurzeln. 


Jede Gleichung mit einer Unbekannten, welche den zweiten Grad 
übersteigt, wird eine höhere Gleichung genannt. Die allgemeine Form 
einer solchen Gleichung ist 

am +a, am -p a, om? +... tam =0 

Diejenigen Werthe von z, welche in die Gleichung eingesetzt die Be- 
dingung erfüllen, dass die linke Seite zu null wird, nennt man die Wur- 
zeln der Gleichung und es gibt für die Gleichung so viele Wurzeln, als 
der höchste Exponent von x Einheiten hat. Sind die Coefficienten a, a2, 
a; ... bestimmte Zahlen, so wird die Gleichung eine numerische genannt. 
Setzt man y für 0, schreibt man also 

y = a™ a ui ta, am 24... tam 
und bezieht diese Gleichung auf ein rechtwinkeliges Coordinaten-System, 
so kann man, wenn die Gleichung eine numerische ist, dem æ beliebige 
Werthe beilegen und das einem jeden solchen Werthe von æ entsprechende 
y berechnen. Wird nun der Werth von æ als Abscisse, der zugehörige 
Werth von y als Ordinate aufgetragen und werden die Endpunkte der auf 
diese Weise erhaltenen y stetig mit einander verbunden, so erhält man 
im Allgemeinen eine krumme Linie, welche die Abhängigkeit der Werthe 
von y von den Werthen von æ, also gleichsam das graphische Bild der 
Gleichung darstellt. Für jeden Werth von æ, für welchen y zu null wird, 
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muss die Kurve die XAxe schneiden; daher entspricht auch umgekehrt 
ein jeder Durchschnittspunkt der Kurve mit der X Axe einer Wurzel der 
Gleichung, so dass derjenige Werth von æ, welcher dem Durchschnitts- 
punkte zugehört, eine Wurzel der Gleichung ist. Man wird nun die 
Wurzeln mit um so grösserer Genauigkeit finden, je genauer die Durch- 
schnittspunkte der Kurve mit der X Axe bestimmt sind, wobei man be- 
sonders Folgendes zu beachten hat. Wenn y den Werth null annimmt, 
so muss es aus dem Positiven in das Negative, oder umgekehrt aus dem 
Negativen in das Positive übergehen. Die dem Werthe y = 0 zunächst 
liegenden Werthe von y sind daher so beschaffen, dass der eine positiv 
der andere negativ ist. Je enger mithin die Grenzen sind, in welche 
man den Werth von y = 0 einschliesst, um so genauer erhält man den 
Werth der Wurzel. 
Wir wollen dieses Verfahren an einigen Beispielen erläutern. 
Ist die Gleichung 
ya —329—2+3 

gegeben, und sollen die Wurzeln derselben bestimmt werden, so er- 
halten wir 

ie — y=+1 

fir sz =+ 1 y =0 

2 — 


fir v =+ 3 y=0 
fir z =+ 4 y=+4+ 15 
für z = — 1 p= 0 
für v = — 2 y= — 15 


und es geht hieraus hervor, dass — 1, 4+3 und — 1 die Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung sind; denn für diese drei Werthe von æ nimmt y 
den Werth null an. 

Beziehen wir die Werthe von æ und y auf ein rechtwinkeliges Co- 
ordinatensystem (Fig. 105), tragen auf der positiven Seite der X Axe nach 
dem angenommenen Massstabe die Strecken 1, 2, 3, 4, auf der negativen 
Seite der X Axe die Strecken — 1, — 2 auf, errichten in 2, 4 und — 2 
Senkrechte, wie sie dem Vorzeichen von y jedesmal entsprechen und 
machen auf der positiven Seite der YAxe 0a= 1, 4 c= 15, sowie auf 
der negativen Seite der y, 2b = 3, — 2 d = 15, so sind d, — 1, a, 
+1, b, +3, c Punkte der Kurve. Werden diese Punkte stetig mit ein- 
ander verbunden, so erhält man die Kurve selbst, welche das graphische 
Bild der vorgelegten Gleichung ist, und welche die X Axe in den Punkten 
— 1, +1 und +3 schneidet. Entwickelt man das Produkt 

(2—1)(e—3)@+1)=0, 
so erhält man die rechte Seite der vorgelegten Gleichung 
y=a?—32°— 2-43 
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Ist die Gleichung 
y = zt — 5,75 0° + 5,375 2° + 5,625 x — 4,5 
gegeben und sollen die Wurzeln dieser Gleichung bestimmt werden, so haben wir 
für 20 7S — 4b 
fir zr = — i y=0 
fir = 1 SS 
fir s= + 2 y = 225 
fir # =+ 3 y =— 7.5 
für z =+ 4 0 - 

Wir haben hier zwei Werthe von z, für welche „= 0 wird, nämlich 
x=—1 und c=+4. Es sind daher — 1 und + 4 zwei Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung. 

Beziehen wir die Werthe von x und y auf ein rechtwinkeliges Co- 
ordinatensystem (Fig. 106) und tragen sie ihren Vorzeichen entsprechend 
auf, indem wir 0 a = — 4,5, 1 b= 3,75, 2 c = 2,25, 3 d = — 7,5 machen 
und die Punkte — 1, a, b, c, d, +4 stetig mit einander verbinden, so 
erhalten wir eine Kurve, welche das graphische Bild der Gleichung ist. 
Diese Kurve schneidet die Abscissenaxe zwischen O und 4- 1 im Punkte 
m und zwischen s+ 2 und +3 im Punkte n, so dass Om und On die 
beiden anderen Wurzeln der Gleichung sind, welche bei sorgfältiger Zeich- 
nung und einem geeigneten Massstabe mit hinlänglicher Genauigkeit ab- 
gegriffen werden können, wo nun Om = 0,5 und On= 2,25 ist. 

Aus der Betrachtung der Werthe von x und y ergibt sich aber Folgendes. 

Fir c=0 ist y=— 4,5, für z = -+ 1 ist y = 3,75; es geht daher 
zwischen den Grenzen z= 0 und x=- 1 der Werth von y aus dem 
Negativen in das Positive über, daher muss zwischen den Werthen x= 0 
und z ==-+ 1 eine Wurzel der Gleichung liegen. Setzen wir dem Wertlie 
Om entsprechend z= 0,5, so erhalten wir y=0 und es ist mithin 
+ 0,5 diese Wurzel der Gleichung. Es ist ferner far z = + 2, y = 2,25, 
für r= +3, y= — 7,5; es geht also zwischen den Grenzen z =+ 2 
und z =+ 3 der Werth von y aus dem Positiven in das Negative über; 
daher liegt zwischen diesen beiden Werthen von x eine Wurzel der 
Gleichung. Setzen wir dem Werthe 0» entsprechend x = 2,25, so finden 
wir für diesen Werth von x, dass y = O ist. Daher ist auch 2,25 eine 
Wurzel der Gleichung und wir haben die vier Wurzen — 1, +05, 
+ 2,25, + 4 gefunden. Entwickelt man das Produkt 

@+D@— 0,5) @— 2,25) (x — 4) =0, 
so erhalt man die rechte Seite der vorgelegten Gleichung 
y = at — 5,75 x? + 5,375 22+ 7,6252 — 4,5. 
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Dritter Abschnitt. 


Die Progressionen. 


1. Die arithmetische Progression. 


Eine arithmetische Progression hat die Form 

aatdat+2d,a+3d... 

Das allgemeine oder nte Glied hat daher die Form 

a+(n—1)d 

Setzen wir dieses allgemeine Glied = y und setzen wir n — 1 = «r, 

so erhalten wir 

y= i ata 
und dieses ist die Gleichung einer Geraden, die wir leicht construiren 
können. 

Wir machen auf der positiven Seite der X Axe (Fig. 107) 0 1 = 1 er- 
richten in 1 eine Senkrechte, machen auf dieser 1 d= d und ziehen die 
Gerade O d, hierauf machen wir auf der positiven Seite der YAxe O2 =a 
und legen durch a eine Parallele al zu Od, so ist diese Gerade diejenige, 
welche der obigen Gleichung entspricht. Setzen wir nun der Reihe nach 

nl PR en 2 von 
so ergibt sich Folgendes: 
in) NN a 


„al » y=ly=at+d 

n T=2 n Y=2 p =a + 2d 
n T=3 »„y=3y=at3d 
—4 » Y=4 y =at 4d 


für z = n — 1 ist y = (n — 1) yn-1 =a + (n— 1) d 
und wir sehen hieraus, dass die aufeinander folgenden Ordinaten die auf- 
einander folgenden Glieder der Progression darstellen. 
Hat man die Linie al construirt, so kann man jedes einzelne Glied 
der Progression bestimmen, ohne die vorausgegangenen Glieder vorher be- 
stimmt zu haben. Soll allgemein das nte Glied bestimmt werden, so 
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trägt man auf der X Axe die Einheit n — 1 mal auf; die im letzten Punkte 
errichtete Senkrechte stellt dann das nte Glied der Progression dar. 
Bezeichnen wir das nte Glied einer arithmetischen Progression mit 
z, so ist 
z=a+(n—))d. 
Betrachten wir nun dieses Glied als das letzte und bezeichnen die 
Summe dieser n Glieder mit s, so ist 


_ n(a+2) 
2 


Hieraus folgt 


2s=n(a-+-z) und hieraus die Proportion F 
welche sich leicht construiren lässt. 

Wir machen (Fig. 108) auf dem einen Schenkel eines Winkels 0 2 = 2 
und 0z =a + z, auf dem andern Schenkel O n = n, ziehen die Gerade 
2n und parallel zu ihr durch z die Gerade zs, so ist O s= s, denn es 
besteht die Proportion 


02 0z A 2 
ee das ist aber ne 


at: 
s 


2. Die geometrische Progression. 


Eine geometrische Progression hat folgende Form 
On AG A CGS GP warn 5 
das allgemeine oder nte Glied hat daher die Form 
ael, 

Setzen wir dieses allgemeine Glied = y und setzen wir n — 1 = 7T, 

so erhalten wir 
y= ae" 
Setzen wir ferner 
e =z, so wird y= a z. 
Aus der Gleichung 
e =: folgt aber zlog e = log z. 

Haben wir nun cine logarithmische Linie (Fig. 109), welche auf die 
Axen O X und O Y bezogen ist, so machen wir auf der Y Axe 0 e' =e, 
legen durch e’ eine Parallele zur X Axe, bis sie die Kurve in e trifft und 
machen ee, senkrecht auf die X Axe, dann ist e e =e und folglich Oe, 
= log e. Machen wir weiter 0z, =z.0e, so ist Oz, = log z, und 
errichten wir endlich in z, eine Senkrechte bis zur Kurve, so ist , z = z. 
Auf dem eiuen Schenkel eines beliebigen Winkels (Fig. 110) machen wir so- 
dann 0 1 = 1, 0z= z und auf dem andern Schenkel 0 a = a, ziehen die 
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Gerade 1a und parallel zu ihr durch z die Gerade zy, so ist 0 y = y, 
denn es besteht die Proportion 

01 0z Am zZ 

war Oy. das ist ee p woraus y = G Z. 

Auf diese Weise kann ein jedes Glied der Progression bestimmt 
werden, wenn man für z die dem Gliede entsprechende Zabl setzt. 

Soll die Summe von 2. 3. 4... m Gliedern der Progression be- 
stimmt werden, so hat man auf folgende Weise zu verfahren. 

Auf der positiven Seite der X Axe (Fig. 111) mache man 01=1, 
errichte in 1 eine Senkrechte, mache auf dieser 1 e= e und ziehe die 
Gerade Oe, hierauf mache man auf der positiven Seite der Y Axe 0 a = a 
und lege durch a eine Parallele zu Oe. Nun mache man weiter auf der 
XAxe 0a' =a und errichte in a’ eine Senkrechte a' y = yı, mache auf 
der XAxe 0 y'i = y, und errichte die Senkrechte y'i % = Yz, mache auf 
der XAxe 07’. =Y: und errichte die Senkrechte y', ys = ys, mache auf 
der XAxe 0 y's =Y; und errichte die Senkrechte y'; y, = yı u. s8. f. 
Dann ergibt sich Folgeudes. Es ist 

yzadnHtmy; My a. 

Aus der Proportion 


01 0a A 1 a F 
ae or das ist ERT PEA folgt a’ nı =a e daher ist 
y =a e +a. 


Es ist ferner 
Ya = Y'i N F a Ya; Ma Ye =a. 

Aus der Proportion 

01 ‘a Oy, 

le” yim 


Yı 
Y'i Ma 
»=yeta 
und wenn man für yı seinen Werth setzt, 
»=l(laeta)e+a 
=a Hae +a. 


rr SE : 
das ist i folgt y'i nı = y, e daher ist 


Es ist ferner 


Ys = Y m Ns Y3; Ms Ys =a. 
Aus der Proportion 


0 1 0 y's . 1 Yz ' 5 
le vate das ist rn, folgt y', ny = yı e daher ist 
Y= peta 


und wenn man für y, seinen Werth setzt, 


y =(ae?+-ae+a)e+a 
=a e +a etae +a. 
Es ist ferner 


Ys = Y's Met Me Yes Na Y = A. 
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Aus der Proportion 


One 0y's NT ite 7 } 
KET y's Na das ist a ya PA folgt Ya My = Y E daher ist 
y= yeta 


und wenn man für y, seinen Werth setzt, 


y =lat taetae taet a 
=ae+t+acetaetaeta. 
Es ist leicht einzusehen, wie dieses Verfahren beliebig weit fort- 


gesetzt werden kann und dass man allgemein hat 


ynr=a " -a e- tad? H... +a 


3. Die Zinsrechnung. 
Wenn die Zinsen für ein ausgeliehenes Kapital in gewissen gleichen 


Zeitabschnitten, etwa nach einem Jahre oder einem halben Jahre, ausge- 
zahlt werden, so lässt sich die Vergrösserung des ursprünglichen Kapitals, 
oder auch der Nutzen, den das Kapital nach einer Reihe von Jahren ge- 
bracht hat, auf folgende Weise berechnen. 


Bezeichnet man das ausgeliehene Kapital mit k und die Zinsen, 


welche von der Kapitaleinheit, z. B. einem Thaler, einer Mark u. s. w. für 
einen Zeitabschnitt zu entrichten sind, mit z, so ist kz das am Ende 
eines jeden Zeitabschnittes zu entrichtende Zinsquantum. 


Wird z. B. das Kapital & mit 4 Procent verzinst, werden also für je 


100 Kapitaleinheiten 4 Kapitaleinheiten Zinsen entrichtet, so ist 


4 4 
g= 700 ~ 9:04 und daher k z= 100 k = 0,04 k 
Nach 2, 3, 4 ... t Zeitabschnitten betragen demnach die Zinsen 


M Ika ac, ES 


so dass der nach ¿ Zeitabschnitten von dem Kapitale % erzielte Nutzen 
tkz beträgt. Wird hierzu das ursprüngliche Kapital % addirt, so ist das 
durch diese Verzinsung vergrösserte Kapital 


K=k + tkz. 
Setzt man das ursprüngliche oder ausgeliehene Kapital 4 == 1, so be- 


tragen die Zinsen nach ¢ Zeitabschnitten ¢z, und das durch diese Ver- 
zinsung vergrösserte Kapital ist 


1+ iz. 


Um diese Berechnung graphisch auszuführen, wollen wir das Zins- 


quantum nach ¢ Zeitabschnitten oder den nach ¢ Zeitabschnitten erzielten 
Nutzen mit y bezeichnen, dann ist für die Kapitaleinheit 


y= tz 


das ist aber die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den Co- 
ordinatenanfang geht, wenn wir die Werthe von ¢ oder die Zeit auf der 
Abscissenaxe auftragen. Der Faktor z bestimmt dann den Winkel, den 
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die gerade Linie mit der Abscissenaxe macht. Da nun der Werth von z 
von dem Procentsatze abhängig und um so grösser ist, je grösser dieser 
Procentsatz ist, so ergibt sich hieraus, dass man nicht nur für einen jeden 
Procentsatz eine andere gerade Linie erhält, sondern auch, dass der 
Winkel, den die Gerade mit der Abscissenaxe macht, um so grösser ist, 
je grösser der Procentsatz ist. 

Die auf diese Weise erhaltene der Abscisse ¢ entsprechende Ordinate 
y ist dann noch mit dem ebenfalls durch eine gerade Linie darzustellen- 
den Kapitale & zu multipliciren. 

Soll die Summe des ursprünglichen Kapitals und des nach ¢ Zeitab- 
schnitten erzielten Nutzens graphisch dargestellt werden, und wir bezeichnen 
diese Summe mit y, so ist für die Kapitaleinheit 

y=et+1 
das ist aber die Gleichung einer geraden Linie, welche der vorher be- 
trachteten parallel ist und die Ordinatenaxe in der Entfernung 1 vom Co- 
ordinatenanfange schneidet. 

Die der Abscisse t entsprechende Ordinate y ist dann ebenfalls noch 
mit dem durch eine gerade Linie dargestellten Kapitale Æ zu multipliciren. 

Werden die nach einem jeden Zeitabschnitte fälligen Zinsen zum Ka- 
pitale geschlagen und mit verzinst, ist das ausgeliehene Kapital k und hat 
z seine frühere Bedeutung, so ist das Kapital am Ende des ersten Zeit- 
Abschnittes 

h=k+kz=k(1+32) 

so dass wir also das während eines Zeitabschnittes durch die Zinsen ver- 
mehrte Kapital erhalten, wenn wir das zu Anfange des Zeitabschnitts vor- 
handene Kapital mit dem Faktor 1-+ z multipliciren. Setzen wir 1 + z 
= q und bezeichnen wir die durch die Zinsen vermehrten Kapitale am 
Ende des ersten, zweiten, dritten u. s. w. tten Zeitabschnittes beziehungs- 
weise mit kh, Ka ka ... ke so ist 

k= Keg 

W= k (Œk g? 

kym kig =Œ k q? 

ki = ka q =k qt 


ke = ki-i q = kg 
Der nach ¢ Zeitabschnitten durch Zinsen und Zinseszinsen vermehrte 
Werth eines Kapitals ist mithin das allgemeine Glied einer geometrischen 
Progression und ist daher durch dieselbe Construktion zu berechnen, 
welche wir bei der Bestimmung dieses allgemeinen Gliedes in Anwendung 
gebracht haben. 
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Vierter Abschnitt. 


Vervielfältigung und Theilung von Linien und Winkeln. 


1. Vervielfältigung einer geraden Linie. 


Die Vervielfältigung einer geraden Linie oder die Multiplication der- 
selben mit einer Zahl wird dadurch ausgeführt, dass man die gegebene 
Linie soviel mal nebeneinander setzt, als der Multiplikator Einheiten hat. 

Ist ab (Fig, 112) die zu multiplicirende Gerade und ist der Multi- 
plikator 3, so mache man auf einer beliebigen Geraden 01=12=23 
=a b, dann ist 03=3.ab. 


2. Theilung einer geraden Linie. 

Die Theilung einer geraden Linie in eine vorgeschriebene Anzahl 
gleicher Theile oder die Division derselben mit einer Zahl, lässt sich auf 
folgende Weise ausführen. Ist ab (Fig. 113) die gegebene Gerade und 
soll sie in 5 gleiche Theile getheilt werden, so lege man an den einen 
Endpunkt der Geraden, etwa a, unter einem beliebigen Winkel eine andere 
gerade Linie an und trage auf dieser von der Spitze des Winkels aus 5 gleiche 
Strecken von beliebiger Länge auf, verbinde den letzten Punkt 5 mit dem 
anderen Endpunkte b der gegebenen Geraden, und ziehe durch die Punkte 
4, 3, 2, 1 Parallele zu 55, so wird hierdurch die gerade Linie a b in 
fünf gleiche Theile getheilt. 

Eine andere Construktion ist die folgende. Man ziehe zur gegebenen 
Geraden ab (Fig. 114) eine Parallele, trage auf dieser fünf gleiche Theile 
auf und lege dann durch O und a sowie durch 5 und b gerade Linien, 
welche in m sich schneiden. Zieht man dann durch m und die übrigen 
Theilpuakte 1, 2, 3, 4 gerade Linien, so wird hierdurch die Gerade a b 
in fünf gleiche Theile getheilt. 

Wenn eine gerade Linie in zwei oder mehr Theile getheilt werden 
soll, welche sich wie gegebene Zahlen verhalten, so lege man unter einem 
beliebigen Winkel an die gegebene eine andere Gerade und trage auf 
dieser die Summe der Theilungszahlen auf, verbinde den letzten Theil- 
punkt mit dem anderen Endpunkte der gegebenen geraden Linie durch 
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eine gerade Linie und ziehe zu dieser durch die anderen Theilpunkte 
Parallele. 

Soll z. B. die Gerade ad (Fig. 115) in drei Theile getheilt werden, 
welche sich wie 2:3:5 verhalten, so lege man im Punkte « unter einem 
beliebigen Winkel an die Gerade ab eine andere Gerade und trage auf 
dieser 2 -++ 3 + 5 = 10 gleiche Theile auf, verbinde den Punkt 10 mit 
dem Endpunkte b der gegebenen Geraden und lege durch die Punkte 2 
und 5 Parallele zu dieser Verbindungslinie, so wird die Gerade ab in 
drei Theile getheilt, welche sich wie 2:3:5 verhalten, 


3. Construktion eines Winkels, der einem gegebenen Winkel gleich ist. 


Wenn von einem Punkte m aus (Fig. 116) an eine Gerade ein ge- 
gebener Winkel a angetragen werden soll, so beschreibe man vom Scheitel 
des gegebenen Winkels aus zwischen seinen Schenkeln den Bogen ab und 
mit derselben Zirkelöffnung von m aus einen Bogen, welcher die Gerade 
in a' schneidet. Macht man hierauf den Bogen a’b’ gleich dem Bogen 
ab und zieht die Gerade mb’, so ist der Winkel a’ mb’ gleich dem 
Winkel a. 


4. Addition von Winkeln. 


Sind a und # zwei gegebene Winkel (Fig. 117) und soll ein Winkel 
construirt werden, welcher gleich der Summe dieser beiden Winkel ist, 
so beschreibe man mit derselben Zirkelöffnung zwischen den Schenkeln der 
Winkel die Bogen ab und cd, sowie aus einem beliebigen Punkte m einer 
Geraden einen Bogen, welcher die Gerade in a’ schneidet. Macht man nun 
den Bogen a’ b’ gleich dem Bogen ab und in derselben Richtung den Bogen 
b’c’ gleich dem Bogen c d und zieht die Gerade mc’, so ist der Winkel 
a'm.c' eben so gross, wie die beiden Winkel a und Æ zusammen ge- 
nommen, es ist also der Winkel a’ mc’ die Summe der Winkel «a und £. 


5. Subtraktion von Winkeln. 


Wenn dagegen ein Winkel construirt werden soll, welcher gleich dem 
Unterschiede der beiden gegebenen Winkel (a und # Fig. 118) ist, so mache 
man, nachdem die Bogen mit derselben Zirkelöffnung beschrieben worden 
sind, den Bogen a’ b’ gleich dem Bogen ab und in entgegengesetzter 
Richtung den Bogen b’ c’ gleich dem Bogen c d und ziehe die Gerade m c' 
so ist der Winkel a’ mc’ gleich dem Unterschiede der Winkel a und £. 


6. Vervielfältigung eines Winkels. 


Wenn ein Winkel construirt werden soll, welcher ein Vielfaches eines 
gegebenen Winkels ist, so hat man die Vervielfältigung an dem Bogen aus- 
zuführen. Ist z. B. a (Fig. 119) der gegebene Winkel und soll ein Winkel 


www.rcin.org.pl 


construirt werden, welcher dreimal so gross wie der Winkel a ist, so be- 
schreibe man zwischen den Schenkeln des Winkels « den Bogen ab und 
mit derselben Zirkelöffnung vom Punkte m einer geraden Linie aus einen 
Bogen, welcher die Linie im Punkte a’ schneidet. Hierauf mache man 
auf dem letzteren Bogen a’ 1 = 1 2 = 2 3 =a b, so ist der Bogen a’ 3 
==3.a6 und zieht man die Gerade m 3, so ist a m 3 —=3 a. 


7. Theilung eines Winkels. 


Wenn ein gegebener Winkel in eine vorgeschriebene Anzalıl gleicher 
Theile getheilt werden soll, so hat man zwischen den Schenkeln des 
Winkels einen Bogen zu construiren und diesen in die vorgeschriebene 
Anzahl gleicher Theile zu theilen. Zieht man dann durch die Theilpunkte 
gerade Linien nach der Spitze des Winkels, so wird dieser in dieselbe 
Anzahl gleicher Theile getheilt. 

Soll z. B. der Winkel a (Fig. 120) in fünf gleiche Theile getheilt wer- 
den, so beschreibe man zwischen seinen Schenkeln den Bogen ab und 
theile diesen in fünf gleiche Theile. Diese Theilung muss durch Pro- 
biren bewirkt werden, was bei einiger Uebung rasch und sicher ausgeführt 
werden kann. 


Fünfter Abschnitt. 


Verwandlung der Figuren. 


1, Verwandlung eines Dreiecks in ein anderes von gegebener 
Grundlinie. 
Ist b die Grundlinie und % die Höhe des gegebenen Dreiecks, so ist 
bh 
at 
die Fläche desselben. 

Soll nun ein anderes gleichflächiges Dreieck von der Basis b, con- 
struirt werden, so ist die Höhe dieses Dreiecks unter der Bedingung zu 
bestimmen, dass die beiden Dreiecke gleichflächig sind. Bezeichnet man 
die Höhe des gesuchten Dreiecks mit x. so muss also sein 
ag = th oder bb z=bh 
und hieraus folgt die Proportion 
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Ist abe (Fig. 121 und Fig. 122) das gegebene Dreieck und a b =b, 
so errichte man in a eine Senkrechte auf a und lege durch e eine Pa- 
rallele zu a b, bis sie in A die Senkrechte trifft, dann ist a h = h. 

Man mache nun auf ab (Fig. 121) oder wenn b, grösser als J ist, 
auf der Verlängerung derselben (Fig. 122) ab, =b,, ziehe die Gerade 
b, k und parallel zu ihr durch b die Gerade b z, dann ist a z = «æ, denn 
es besteht die Proportion 


ah aa h æ 

Ein jedes Dreieck, welches über der Geraden ab, als Grundlinie mit 
der Höhe ax construirt wird, entspricht dem gesuchten. 

Die Verwandlung lässt sich auch auf folgende Weise bewirken. 

Auf ab (Fig. 123) oder seiner Verlängerung (Fig. 124) mache man 
ab, = b,, ziehe die Gerade b, c und parallel zu ihr durch b die Gerade 
bc, sowie endlich die Gerade b, ¢,, so ist a b, & das gesuchte Dreieck. 
Denn es ist (Fig. 122) 

abe =ab,c+hcb 
ab a =a b chea 

Weil aber die Dreiecke b, cb und 5, cc, die gemeinschaftliche Grund- 
linie b, c besitzen und mit ihren Spitzen 5 und ¢, in der zur Grundlinie 
Parallelen 5c, liegen, mithin auch in den Höhen tibereinstimmen, so sind 
sie gleichflachig und daher ist auch das Dreieck ab,c, gleich dem 
Dreiecke abc. 

Ebenso ist (Fig. 123) 

abc =abe,t+bdaec 

ab a =a be tba b 
und weil die Dreiecke bc, c und bc, b, die gemeinschaftliche Grundlinie 
bc, besitzen und mit ihren Spitzen c und b, in der zur Grundlinie Pa- 
rallelen c 5, liegen, mithin auch in den Höhen übereinstimmen, so sind sie 
gleichflachig, und daher ist auch das Dreieck ab, c gleich dem Drei- 
ecke abc. 


2. Verwandlung eines Dreiecks in ein anderes von gegebener Höhe. 
Ist b die Grundlinie und A die Höhe des gegebenen Dreiecks, so ist 


h : 
2 sein Flächeninhalt. Ist nun Ak, die gegebene Höhe des gesuchten 
Dreiecks und bezeichnen wir die noch unbekannte Grundlinie mit æ, so ist 


æ h 


der Flächeninhalt 


i } I 
d — a oder zh, =b h folgt die Proportion > — 


Ist a be (Fig. 125 und 126) das gegebene Dreieck und a b= b, so 


Aus der Bedingung 


A 
v 
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errichte man in a eine Senkrechte auf ab und ziehe durch c eine Pa- 
rallele zu ab, bis sie die Senkrechte in A trifft, dann ist a h =h. Man 
mache nun auf ah (Fig. 125) oder wenn Ak, grösser als k ist auf der Ver- 
längerung derselben (Fig. 126) ah, =h,, ziehe die~Gerade Ah, b und pa- 
rallel zu ihr durch h die Gerade h z, welche ab (Fig. 126) oder seine 
Verlängerung (Fig. 125) in x schneidet, dann ist a v = z, denn es ergibt 


sich die Proportion 


GOV Naw b « 
und ein jedes Dreieck, welches über der Geraden aw als Grundlinie mit 
der Höhe ah, construirt wird, entspricht der Verwandlung. 


3. Verwandlung eines Dreiecks in ein Parallelogramm von gegebener 
Grundlinie. 


bh 
Ist b die Basis und h die Höhe des Dreiecks, so ist —;— sein Flächen- 


inhalt; ist ferner b, die gegebene Grundlinie-und w die noch unbekannte 
Höhe des Parallelogramms, so ist 6, x der Flächeninhalt desselben. Da 
nun der Flächeninhalt des Parallelogramms dem Flächeninhalte des Drei- 
ecks gleich sein soll, so muss sein 


Das oder ee 


2 2 
Hieraus folgt die Proportion 
e= bı — 
Ae tow. 
9 X 


Ist abe (Fig. 127 und 128) das gegebene Dreieck und ab =}, so 
errichte man in a auf ab eine Senkrechte und ziehe durch c eine Pa- 
rallele zu ab, bis sie in % die Senkrechte trifft, dann ist a h = k. Man 


: : 2 ek F OMIA 
theile nun ah in zwei gleiche Theile, so dass ah’ = -5 ist, mache auf 


ab (Fig. 127) oder seiner Verlängerung (Fig. 128) ab, =b,, ziehe die 
Gerade b, A’ und parallel zu ihr durch b die Gerade bz, dann ist ax = æ, 
denn es ergibt sich die Proportion 


b, 
b b —— b 
g ; = = das ist h =— 
ah ax es A 


Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis a b, mit der Höhe 
a construirt wird, ist nun gleichflachig dem Dreiecke abc, entspricht 
also der gestellten Forderung. Da man aber auch über der Basis ab, 
mit der Höhe ax ein Rechteck construiren kann, so ist dieses eben- 
falls gleichflächig dem Dreiecke abc, und es ist folglich die Verwandlung 
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eines Dreiecks in ein Rechteck von gegebener Basis hier ebenfalls mit 
ausgeführt. 


4. Verwandlung eines Dreiecks in ein Parallelogramm von 
gegebener Höhe. 


Ist 6 die Basis und hk die Höhe des Dreiecks, so ist a sein Flächen- 


inhalt, ist ferner Ah, die gegebene Höhe und x die noch unbekannte Basis 
des Parallelogramms, so ist A, x der Flächeninhalt desselben. Da nun 
der Flächeninhalt des Parallelogramms dem Flächeninhalte des Dreiecks 
gleich sein soll, so muss sein 


bh b 
li -. oder h, x= “ae h 


Hieraus folgt die Proportion 
h, 


Ist abc (Fig. 129) das gegebene Dreieck und a b= b, so errichte 
man in a auf ab eine Senkrechte und lege durch e eine Parallele zu 
ab, bis sie in A die Senkrechte trifft, dann ist a k = h. Ferner mache 

b 
man auf dieser Senkrechten ah, =, und halbire a b, so dass ab’ = ry 
ist. Zieht man nun die Gerade A, d’ und parallel zu ihr durch A die 
Gerade Az, so ist a z = x, denn es ergibt sich die Proportion 


hy 


ah ah -- h 
——— = — das it b = — 
ab ax — g 


Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis a .z mit der Höhe 
ah, construirt wird, ist gleichflächig dem Dreiecke ac, entspricht also 
der gestellten Forderung. Da aber auch über der Basis az mit der 
Höhe ah, ein Rechteck construirt werden kann, so ist dieses ebenfalls 
gleichflächig dem Dreiecke abc und es ist daher die Verwandlung eines 
Dreiecks in ein Rechteck von gegebener Höhe hier gleichzeitig mit 
ausgeführt. 


5. Verwandlung eines Dreiecks in ein Quadrat. 


bh 
Ist 5 die Basis und A die Höhe des Dreiecks, so ist - 9 sein Flachen- 


inhalt, ist ferner x die Seite des Quadrates, so ist x? sein Flächeninhalt. 
Da nun die Flächen beider Figuren gleich sein sollen, so muss sein 
bh b h 


2 m —. 2 — ee 
2 oder æ? = 3 Shaoder s= b. 3 


2 


æ = 
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Aus der letzten Gleichung folgt die Proportion 
h 


Ist nun abe (Fig. 130) das gegebene Dreieck und ist a b= b, so 
errichte man in a auf ab eine Senkrechte und lege durch c eine Parallele 
zu ab, bis sie die Senkrechte in % trifft, dann ist a h =k. Halbirt man 
ah in k’ und macht auf der Verlängerung von ab a h';=ah’', be- 
schreibt sodann über h', b als Durchmesser einen Halbkreis, so schneidet 
dieser die in a errichtete Senkrechte in x und es ist a z = g, das ist die 
Seite desjenigen Quadrates, welches mit dem Dreiecke gleichflächig ist. 

Die andere Gleichung 


b Ba 
z?=— . h gibt die Proportion — = 0 
2 x or 


Um diese zu construiren, mache man (Fig. 131) ah'=ah und 
1 
ab = 27a b und beschreibe über %' 6’ einen Halbkreis, welcher die in a 


errichtete Senkrechte in x schneidet, so dass a x die Seite des Quadrates ist. 


6. Verwandlung eines Trapezes in ein Dreieck von gegebener Basis. 


Sind b und b, die parallelen Seiten des Trapezes und ist A der Ab- 
stand derselben. so ist sein Flächeninhalt 


(b, +5.) 
2 


Ist die gegebene Basis des Dreiecks b' und bezeichnen wir seine noch 
' 


b 
unbekannte Höhe mit z, so ist — = sein Flacheninhalt. Da nun die 


Flächen des Trapezes und des Dreiecks gleich sein sollen, so muss sein 
Vz _ (b+b)h 
Ee E 
Dieses gibt die Proportion 
b' bi +b, 
= 2 
Ist abcd (Fig. 132) das gegebene Trapez, ist a b =b, cd—b,, 
so mache man auf der Verlängerung von ab 
be=cd dam ist ae = b, + b, 
ferner errichte man in a auf ae eine Senkrechte und verlängere c d, bis 
die Verlängerung die Senkrechte in A trifft, so ist a h =h. Macht man 
nun ad’ =, zieht die Gerade 5’h und parallel zu ihr durch e die Ge- 
rade ez, so ist a x =s. Man hat die Proportion 


also b' x = (b, + b) A 
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ab’ ae ., § bth 
Ghee Gis KT 

und ein jedes Dreieck, welches über der Basis a’ mit der Höhe ax 
construirt wird, ist gleichflachig dem gegebenen Trapeze. 


7. Verwandlung eines Trapezes in ein Dreieck von gegebener Höhe. 


Bezeichnen wir die gegebene Höhe des Dreiecks mit X’ und die noch 
unbekannte Basis mit x, so erhalten wir die Gleichung 


RER RE. 
u. +5 = 
Macht man (Fig. 133) auf der in a errichteten Senkrechten a h’ = h', 
zieht die Gerade X'e und parallel zu ihr durch h die Gerade Rx, so ist 
axz=x, denn wir haben die Proportion 
ah’ ah j h' h 
at = Ey das ist TREI ar 3 
und ein jedes Dreieck, welches über der Basis ax mit der Höhe ah' con- 
struirt wird, ist gleichflächig mit dem Trapeze. 


hz=(b, +b.) h und hieraus die Proportion 


8. Verwandlung eines Trapezes in ein Parallelogramm von 
gegebener Basis. 


Ist die gegebene Basis des Parallelogramms b und die Höhe x, so 
ist 6’ x sein Flacheninhalt. Behalten wir die Bezeichnung für das Trapez 
bei, so haben wir die Gleichung 

x v' 
b ba) h —— 
oy ae = BEN: lade Mire Proportion h = 
2 

Ist abcd (Fig. 134) das Trapez, so construire man wie vorher 
ae=b,+ 5, und ak= h, man halbire ah in h’, mache ab’ =5' und 
ziehe die Gerade h' 5', sowie parallel zu ihr durch e die Gerade ex, dann 
ist a x = æ, denn man hat die Proportion 


bi + b, 


v 


b' 
d — — 
a g ae per oe bi + b 
ah ax “9 x 


Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis a 6’ mit der Höhe 
a construirt wird, ist gleichflächig dem Trapeze abcd. Es kann daher 
auch über der Basis ab’ mit der Höhe ax ein Rechteck construirt wer- 
den, welches dem Trapeze abcd gleichflächig ist, so dass die Verwand- 
lung eines Trapezes in ein Rechteck von gegebener Basis hier gleichzeitig 
mit bewirkt wurde. 
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9. Verwandlung eines Trapezes in ein Parallelogramm von 
gegebener Höhe. 
Ist A’ die gegebene Höhe des Parallelogramms und bezeichnen wir 
die noch unbekannte Basis desselben mit v, so ist h' x sein Flächeninhalt 
und wir haben die Gleichung 


bo) h 
hae = rwa. oder 2 e' æ = (b, + b) h 


woraus die Proportion folgt 
ZI yo ite 
Bete meas iy 
Wir machen (Fig. 135) ae=b, +b, und ah = h, hierauf a W, 
= 2h’ ziehen die Gerade A’, e und parallel zu ihr durch % die Gerade 
h æ, so ist æ z =x, denn wir haben die Proportion 
ah, ah : 2h' h 
— = das ist = 
ae ax bı bz 2 
Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis ax mit der Höhe 
ah’ construirt wird, ist gleichflächig dem Trapeze abcd. Es kann daher 
auch über der Basis a x mit der Höhe ah' ein Rechteck construirt wer- 
den, welches mit dem Trapeze abed gleichen Flächeninhalt besitzt, so 
dass die Verwandlung eines Trapezes in ein Rechteck von gegebener Höhe 
hier ebenfalls mit ausgeführt worden ist. 


10. Verwandlung eines Trapezes in ein Quadrat. 


Wenn wir die Seite des gesuchten Quadrates mit œ bezeichnen, so 
haben wir für die Verwandlung des Trapezes in ein Quadrat die Gleichung 


o = Ama 
Hieraus folgt die Proportion 
h PR RER 
= = b, + b 
; 2 
Um diese zu construiren, machen wir (Fig. 136) a e =b, +b, und 
ah=h, machen dann ah’ =ah und ab’ =, ae das ist ah 


sodann beschreiben wir über A'W als Durchmesser einen Halbkreis, 
welcher die in a errichtete Senkrechte in æ schneidet, so ist ax = «æ also 
die Seite des gesuchten Quadrates. 


11. Verwandlung eines Parallelogramms in ein anderes von gegebener 
Grundlinie. 


Ist b die Basis und % die Höhe d2s gegebenen Parallelogramms, so ist 
bk sein Flächeninhalt, ist ferner b’ die gegebene Grundlinie des gesuchten 
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Parallelogramms und bezeichnen wir seine noch unbekannte Höhe mit z, 
so ist b 2 sein Flächeninhalt und wir haben für die Verwandlung die 
Gleichung 


U 


b 
b' «= bh, woraus die Proportion folgt y = 


Ist abcd (Fig. 137) das gegebene Parallelogramm a b= b, wir er- 
richten in a auf ab eine Senkrechte und verlängern cd, bis sie diese 
Senkrechte in A trifft, so ist a k =h. Machen wir nun auf ab oder 
seiner Verlängerung a b' = b', ziehen die Gerade 6'h und parallel zu ihr 
durch b die Gerade bæ, so ist a z= «æ die gesuchte Höhe, denn wir 
haben die Proportion 

ab' ab DER Oy 
= —e as ist eae 
ah ax h D 

Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis «b' mit der Höhe 
a æ construirt wird, ist gleichflächig dem Parallelogramm a bcd. Es kann 
daher auch über der Basis a b’ mit der Höhe aw ein Rechteck construirt 
werden, welches dem Parallelogramm abcd gleichflächig ist, und mithin 
ist die Verwandlung eines Parallelogramms in ein gleichtlächiges Rechteck 
von gegebener Basis hier gleichzeitig mit ausgeführt worden. Da ferner 
das gegebene Parallelogramm auch ein Rechteck sein kann, so ist die 
Verwandlung eines Rechtecks in ein anderes von gegebener Basis in der- 
selben Weise auszuführen. 


12. Verwandlung eines Parallelogramms in ein anderes von 

gegebener Höhe. 

Bezeichnen wir mit h’ die gegebene Höhe und mit x die noch un- 
bekannte Basis des gesuchten Parallelogramms, so haben wir für diese 
Verwandlung die Gleichung s 

h' x=bh und hieraus die Proportion 4 = 2 

Nachdem wir (Fig. 138) die Höhe a =k des gegebenen Parallelo- 
gramms abed construirt haben, machen wir auf der Geraden ah oder 
ihrer Verlängerung ah’==h', ziehen %'b und parallel zu ihr durch h die 
Gerade h v, welche ab oder die Verlängerung von «ab in æ schneidet. 
Es ist dann a v = «w die gesuchte Basis; denn wir haben die Proportion 

ah’ ah Wh h 
=<) das ist = — — 
ab ag b £ 

Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis æ» mit der Höhe 
ah' construirt wird, ist mit dem Parallelogramm abcd gleichflächig. Da 
nun auch über der Basis ax mit der Höhe ah’ ein Rechteck construirt 
werden kann, welches mit dem Parallelogramm abcd gleichflächig ist, 
so ist die Verwandlung eines Parallelogramms in ein Rechteck von ge- 
gebener Hohe hier gleichzeitig mit bewirkt worden. 
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Weil ferner das gegebene Parallelogramm abcd auch ein Rechteck 
sein kann, so ist die Verwandlung eines Rechtecks in ein anderes von ge- 
gebener Höhe in gleicher Weise auszuführen. 


13. Verwandlung eines Parallelogramms in ein Dreieck von 
gegebener Basis. 
Ist 6’ die gegebene Basis des Dreiecks und bezeichnen wir seine noch 
unbekannte Höhe mit r, so hahen wir für diese Verwandlung die Gleichung 


rd 
4? =Dh oder Va—2bh 
woraus die Proportion folgt 
b! pid soi 
N ee 


Machen wir (Fig. 139) auf ab oder seiner Verlängerung ab’ = b' 
und auf der in @ errichteten Senkrechten ah’ = 2 k, ziehen die Gerade 
h'b' und parallel zu ihr durch d die Gerade bx, welche die Senkrechte 
in x schneidet, so ist a s =x die Höhe des Dreiecks, denn wir haben 
die Proportion 

ab' ab : D 2 ar 

Ein jedes Dreieck, welches über der Basis ab' mit der Höhe ax 
construirt wird, ist gleichflachig dem Parallelogramm abcd. Da dieses 
Parallelogramm aber auch ein Rechteck sein kann, so wird die Verwand- 
lung eines Rechtecks in ein Dreieck von gegebener Basis in derselben 
Weise bewirkt. 


14. Verwandlung eines Parallelogramms in ein Dreieck von 
gegebener Höhe. 
Ist #’ die gegebene Höhe des Dreiecks und bezeichnen wir seine noch 
unbekannte Basis mit z, so haben wir für diese Verwandlung die Gleichung 


h' æ 
= = bh oder Wı=2bh 
woraus die Proportion folgt 
sei 
py ae 


Machen wir (Fig. 140) auf der Verlängerung von ab ab’=2b und 
auf der Verlängerung von ah ah'=h', ziehen die Gerade A’ b’ und pa- 
rallel zu ihr durch % die Gerade hr, so ist a z = æ die gesuchte Basis 
des Dreiecks, denn wir haben die Proportion 

ah ah 3 h' h 
ter uy yor 

Ein jedes Dreieck, welches über der Basis aw mit der Höhe ah! 
construirt wird, ist gleichflachig dem Parallelogramm abcd. Da dieses 
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Parallelogramm aber auch ein Rechteck sein kann, so wird die Verwand- 
lung eines Rechtecks in ein Dreieck von gegebener Höhe in derselben 
Weise ausgeführt. 


15. Verwandlung eines Parallelogramms in ein Quadrat. 


Bezeichnen wir die noch unbekannte Seite des Quadrates mit x, so 
haben wir für diese Verwandlung die Gleichung 
I x 
w? = bh, woraus die Proportion folgt > = + 
Machen wir (Fig. 141) auf der Verlängerung von ab a h' = ah und be- 
schreiben über /'5 als Durchmesser einen Halbkreis, so schneidet dieser 
die in a errichtete Senkrechte in x und es ist a z = æ die Seite des ge- 
suchten Quadrates. 
Die Verwandlung eines Rechtecks in ein Quadrat wird auf dieselbe 


Weise ausgeführt, da das Parallelogramm auch ein Rechteck sein kann. 


16. Verwandlung eines Quadrates in ein Parallelogramm von 
gegebener Grundlinie. 
Bezeichnen wir die Seite des Quadrates mit s, die gegebene Basis des 
Parallelogramms mit b und seine noch unbekannte Höhe mit z, so haben 


wir für diese Verwandlung die Gleichung 


b' x= s? und hieraus die Proportion Fu = 
Ist abed (Fig. 142) das Quadrat, so machen wir auf der Verlänge- 
rung von ab ab'= b', ziehen die Gerade b' d und parallel zu ihr durch 
b die Gerade bæ, dann ist ax = w, das ist die Höhe des gesuchten Pa- 
rallelogramms, denn es ergibt sich die Proportion 
ab! ab ea 8 
ne a EG on 
Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis ab’ mit der Höhe 
ax construirt wird, ist gleichflächig dem gegebenen Quadrate. Es kann 
also auch über der Basis ab’ mit der Höhe ax ein Rechteck construirt 
werden und es ist somit die Verwandlung eines Quadrates in ein Rechteck 
von gegebener Basis auf dieselbe Weise zu bewirken. 


17. Verwandlung eines Quadrates in ein Parallelogramm von 

gegebener Höhe. 

Ist A’ die gegebene Höhe des Parallelogramms und bezeichnen wir 
seine noch unbekannte Basis mit x, so haben wir für diese Verwandlung: 
die Gleichung 

1 
i S 
k' x= s? und hieraus die Proportion A 
Machen wir (Fig. 143) auf der Verlängerung von ad ak = k', 
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80 
ziehen die Gerade h’b6 und parallel zu ihr durch d die Gerade dæ, so 
ist a x = æ die Basis des gesuchten Parallelogramms, denn es ergibt sich 
die Proportion 


ah’ ad 


. s 
= das ist — = == 
ab ax 8 x 

Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis ax mit der Höhe 
ah’ construirt wird, ist gleichflächig dem gegebenen Quadrate. Es kann 
also auch über der Basis ax mit der Höhe ah’ ein Rechteck construirt 
werden, welches mit dem Quadrate gleichen Flächeninhalt hat, und es ist 
somit die Verwandlung eines Quadrates in ein Rechteck von gegebener 
Höhe hier ebenfalls mit bewirkt. 


18. Verwandlung eines Quadrates in ein Dreieck von gegebener 
Grundlinie. 

Bezeichnen wir die gegebene Grundlinie des Dreiecks mit b und seine 
noch unbekannte Höhe mit x. so haben wir für diese Verwandlung die 
Gleichung 

b' a 
2 
und hieraus die Proportion 


oder b r= s.s 


Dr EA 
28° © 
Wir machen (Fig. 144) auf ab oder seiner Verlängerung ab’ = 0’, 

ferner machen wir auf der Verlängerung von ad as —=2s, ziehen die 
Gerade b's’ und parallel zu ihr durch 5 die Gerade bz, so ist a s = «x 
die gesuchte Héhe des Dreiecks, denn es ergibt sich die Proportion 

ab! ab d ( S 

ope ne das i ieee 

as ax 28 x 
und es ist ein jedes Dreieck, welches über der Basis ab’ mit der Höhe 
ax construirt wird, gleichflächig dem gegebenen Quadrate. 


10. Verwandlung eines Quadrates in ein Dreieck von gegebener Höhe. 

Bezeichnen wir die gegebene Höhe des Dreiecks mit A’ und seine 
noch unbekannte Grundlinie mit ©, so haben wir für diese Verwandlung 
die Gleichung 


h' x 
7 ==>? oder Kr=2s.s 
und hieraus die Proportion 
NS 
Diss, Ake 


Wir verlängern (Fig. 145) a b und machen as’ = 2 s, verlängern 
ad und machen ah’ = h'; hierauf ziehen wir die Gerade A’ s’ und parallel 
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zu ihr durch d die Gerade dw, so ist aww die gesuchte Grundlinie 
des Dreiecks, denn es ergibt sich die Proportion 

ah’ ad j ! s 

Se a ee AS ISi Sa es 

as ax 2s a 
und es ist ein jedes Dreieck, welches über der Basis ax mit der Höhe 


ah’ construirt wird, gleichflächig dem gegebenen Quadrate. 


Sechster Abschnitt. 


Die graphische Berechnung des Flächeninhaltes der Figuren. 


Die graphische Berechnung des Flächeninhaltes ebener Figuren hat 
den Zweck, den Flächeninhalt durch eine gerade Linie darzustellen, so 
dass er auf einem Massstabe abgegriffen werden kann. 


1. Das Dreieck. 


Bezeichnet man mit 5 die Grundlinie oder Basis, mit die Höhe und 
mit f die Fläche des Dreiecks, so ist bekanntlich 


bh 
f= "7 daher 2f=bh. 


Hieraus folgen die Proportionen 
2 h 2 b 
= a oder ==> 
welche sich leicht construiren lassen. 
Ist abc (Fig. 146) das Dreieck und nehmen wir ab als Grundlinie 
an, errichten in @ eine Senkrechte auf ab und legen durch c eine Pa- 
rallele zu ab, so ist ah die Höhe des Dreiecks. Machen wir nun, dem 
angenommenen Massstabe entsprechend, auf ah die Strecke a 2 = 2, 
ziehen die Gerade 2% und parallel zu ihr durch h die Gerade A f, welche 
in f die Verlängerung von ab schneidet, so ist a f= f, denn es besteht 


die Proportion 
a2 ah Be e 
BUN Ta EN; 


Machen wir dagegen (Fig. 147) auf der Grundlinie ab die Strecke 
a2 = 2, ziehen die Gerade 2% und parallel zu ihr durch b die Gerade 
bf, welche die Verlängerung von ah in f schneidet, so ist a f= f, denn 


es besteht die Proportion 
TELE yin 38 
hu Lat. u RENT B 
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2. Das Trapez. 


Sind a und b die parallelen Seiten des Trapezes, ist A der Abstand 
derselben und bezeichnet man die Fläche mit f, so ist 


Me daher 2 f= (a +b) h 


Hieraus folgen die Proportionen 
2 h 2 a+b 
TES, ir und a f 
welche sich auf folgende Weise construiren lassen. 

Ist abcd (Fig. 148) das Trapez und machen wir auf der Verlänge- 
rung von ab die Strecke b e= d ce, so ist ae= a+b. Errichten wir 
in a eine Senkrechte auf ae und verlängern dc bis zu dieser Senkrechten, 
so ist ah=h. Machen wir nun auf ah die Strecke a 2 = 2, ziehen 
die Gerade 2e und parallel zu ihr durch h die Gerade A f, welche die 
Verlängerung von ae in f schneidet, so ist a f = f, denn es besteht die 
Proportion 


a2 ah h 2 h 
s mir; das ist ato = F 

Ist wieder abcd (Fig. 149) das Trapez und macht man auf der Ver- 
langerung von ab die Strecke b e= d c, so ist ae =a +b, errichtet 
man in a eine Senkrechte auf ae und verlängert dc, so ist a h = h. 
Macht man nun auf ae die Strecke a 2 = 2, zieht die Gerade 2% und 
parallel zu ihr durch e die Gerade ef, welche in f die Verlängerung von 
ah schneidet, so ist a f= f, denn es besteht die Proportion 


ah 


3. Das Parallelogramm. 


Bezeichnet man eine Seite des Parallelogramms mit « und den Ab- 
stand ihrer Gegenseite mit k, sowie den Flächeninhalt mit f, so ist 
f=ah das ist aber auch 1 .f =a h. 
Hieraus folgen die Proportionen 
1 h 1 a 
PaE LE ne ne 

Die Construktionen sind in folgender Weise auszuführen. 

Ist abcd (Fig. 150) das Parallelogramm und a b= a, so errichte 
man in a eine Senkrechte und verlängere die Gegenseite de bis zu dieser 
Senkrechten, dann ist a = A». Macht man nun auf der Linie ah die 
Strecke a 1 = 1, zieht die Gerade 15 und parallel zu ihr durch A die 
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Gerade ù f, welche die Verlängerung von a b in f schneidet, so ist a f= f, 
denn aus der Construktion folgt die Proportion 

al ah 4 1 h 

¥ mad mage das ist = T 

Macht man aber (Fig. 151) auf der Seite &5 die Strecke a 1 = 1, 

zieht die Gerade 1% und parallel zu ihr durch 6 die Gerade bf, welche 
die Verlängerung von a h in f schneidet, so ist a f= f. Denn es ergibt 
sich die Proportion 

al ab 


4 ae as 
ah af h f 


4. Das Rechteck. 


Sind a und b die in einer Ecke zusammenstossenden Seiten, so ist 
der Flächeninhalt des Rechtecks 
f=ab das ist auch 1. f=ab. 


Hieraus folgen die Proportionen 
1 b 1 a 
= f und = F 
welche sich wie folgt construiren lassen, 

Ist abcd (Fig. 152) das Rechteck, ist ad =a und a d= b, macht 
man auf ad die Strecke a 1 = 1, zieht die Gerade 1b und parallel zu 
ihr durch d die Gerade d f, welche die Verlängerung von ab in f schnei- 
det, so ist « f= f, denn es besteht die Proportion 

Gal ad : 1 b 
ao = af das ist 7 = ie 

Macht man (dagegen (Fig. 153) auf der Geraden ab die Strecke 
al= 1, zieht die Gerade 1. und parallel zu ihr durch b die Gerade 
bf, welche die Verlängerung von « «d in f schneidet, so ist a f= f. Denn 
es ergibt sich die Proportion 

al ab 


— — l ist 1 a 
muna f meal f 


5. Das Quadrat. 


Ist a die Seite des Quadrates, so ist der Flächeninhalt 
f= a das ist auch 1. [= a°. 
Hieraus folgt die Proportion 
1 a 
aan wf 
welche sich auf verschiedene Weise construiren lässt. 
Ist abe d (Fig. 154) das Quadrat und man macht auf irgend einer 
Seite desselben, etwa ad, die Strecke a 1 = 1, zieht die Gerade 15 und 
6* 
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parallel zu ihr durch d die Gerade df, welche die Verlängerung von ab 
in f schneidet, so ist a f= f, denn es besteht die Proportion 

al ad 1 a 

4 aie a das ist tio F 

Verlängert man (Fig. 155) die Seite a b über « und b hinaus, macht 

auf der einen Verlängerung a 1 = 1, zieht die Gerade 1d und errichtet 
auf ihr in d eine Senkrechte, welche die andere Verlängerung in f schnei- 
det, so ist af==f, denn es ist 1 d f ein rechtwinkeliges Dreieck, 1 f die 
Hypotenuse, da die aus der Spitze des rechten Winkels auf die Hypo- 
tenuse herabgelassene Senkrechte, so dass 1a und af die beiden Ab- 
schnitte der Hypotenuse sind. Da nun die Senkrechte die mittlere Pro- 
portionale zwischen den beiden Abschnitten der Hypotenuse ist, so besteht 
die Proportion 

la _ ad 1 a 


ya “ay das ist ee F 


6. Das unregelmässige Viereck. 


Zieht man in einem solchen Vierecke eine Diagonale, so zerfällt es in 
zwei Dreiecke, und nimmt man die Diagonale als gemeinschaftliche Grund- 
linie an, so sind die von den gegenüberliegenden Ecken auf die Diago- 
nale gezogenen Senkrechten die Höhen der Dreiecke. Bezeichnet man die 
Diagonale mit d, die Höhen wit A, und /», sowie die Flächen mit f 
und fz, so ist 

dh, dh, 
=, hg 

Bezeichnet man die Fläche des Vierecks mit f, so ist 
f=f, += 1 a. pa Ne d Eihera 


Daraus folgt dic n A 


woraus 2 f= d (h + lu) 


2 d 
htm f 
und diese lässt sich auf folgende Weise construiren. 

Ist abcd (Fig. 156) das gegebene Viereck, so ziehe man eine Dia- 
gonale ac und zu ihr Parallelen durch die gegenüberliegenden Eckpunkte 
b und d, sowie durch a eine Senkrechte zu ac, welche die Parallelen in 
den Punkten m und # schneidet, dann ist m n = h, + hs. Macht man 
nun mO=ac und m2 = 2, zieht die Gerade 2% und parallel zu ihr 
durch O die Gerade Of, welche die Verlängerung von mn in f schneidet, 
so ist m f= f: denn es ergibt sich die Proportion 

m 2 m 0 . 2 d 
lap Ts mf das ist „tm = Fi 
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7. Das regelmässige Vieleck. 


Man zerlege das Vieleck (Fig. 157) in congruente Dreiecke, deren 
Grundlinien die Seiten des Vielecks sind und deren Spitzen im Mittel- 
punkte desselben liegen, bestimme für ein solches Dreieck abc die Fläche 
a f= f und multiplicire f mit der Anzahl der Seiten, so ist der Flächen- 
inhalt des Vielecks, wenn das Vieleck m Seiten hat, 

Fe=m.f. 


8. Das unregelmässige Vieleck. 


Um den Flächeninhalt eines unregelmässigen Vielecks (Fig. 158) zu 
bestimmen, hat man dasselbe in Dreiecke zu zerlegen, die Flächen dieser 
Dreiecke zu bestimmen und die ihnen entsprechenden Linien zu addiren. 
Die Summe derselben ist dann der Flächeninhalt des Vielecks. 


9. Der Kreis. 

Bekanntlich ist der Kreis gleich einem Dreiecke, dessen Grundlinie 
der Umfang und dessen Höhe der Halbmesser des Kreises ist. Bezeichnen 
wir den Umfang mit. u, den Halbmesser mit 7 und die Fläche mit f, so ist 

ur 
ea daraus 2f=u.r 


woraus die Proportion folgt 


Um diese construiren zu können, muss zuerst die Kreislinie in eine 
gerade Linie verwandelt werden, was bekanntlich nicht genau, sondern 
nur näherungsweise geschehen kann. Wir wollen einige Construktionen 
angeben, nach welchen diese Verwandlung sich bewirken lässt. 

Gewöhnlich nimmt man für praktische Zwecke, wo keine grössere 


ie 22 £ 1 
Genauigkeit erforderlich ist, u = y d, das ist =3d+ nd. 
; : A s 1 
Um dieses zu construiren, bestimme man (Fig. 159) 7 d, so dass 


1 2 T y 
be= 7 ab ist. Hierauf mache man auf einer Geraden mn = 3 a ù 


und n 0= bc, dann ist m O = u näherungsweise. Mit der Rechnung ver- 
glichen ist die Länge des Umfangs um 0,001265 zu gross. 

Eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 160). Man theile den 
Durchmesser ab in fünf gleiche Theile und construire ein rechtwinkeliges 


T D Ta n 6 z 
Dreieck so, dass die eine Kathete m n = 5 ab und die andere Kathete 


3 f : Er : . 
no za b ist, dann ist der Umfang dieses Dreiecks nahe gleich dem 
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Umfange des Kreises. Macht man auf einer Geraden m'n’ =m n, n' 0’ 
=n 0 und O'm” = 0m, so ist m’ m” gleich dem Umfange des Kreises. 
Mit der Rechnung verglichen gibt diese Construktion den Umfang um 
0,0000581 zu gross. 

Noch eine andere Construktion ist die folgende (Fig. 161). Man ziehe 
einen Durchmesser a d und durch den Endpunkt a desselben eine Tangente, 
also eine Gerade, welche auf dem Durchmesser senkrecht steht, beschreibe 
aus a mit dem Halbmesser einen Bogen, welcher den Kreis in c schnei- 
det, sowie aus c mit demselben Halbmesser einen Bogen, welcher den erste- 
ren in d schneidet. Zieht man die Gerade m d, so schneidet diese die 
Tangente in c. Trigt man nun von e aus auf der Tangente den Halb- 
messer dreimal auf, so dass ef=53.«am ist und zieht die Gerade fd, 
so ist diese Gerade nahe gleich dem halben Umfange des Kreises. Mit 
der Rechnung verglichen gibt diese Construktion den Umfang um 0,0000593 
zu klein. 

Hat man auf irgend eine Weise den Umfang in eine gerade Linie 
verwandelt, so mache man auf einer beliebigen Geraden (Fig. 162) 
O u= u, errichte in 0 eine Senkrechte und mache auf dieser Or=r, 
also gleich dem Halbmesser des Kreises, sowie O 2 = 2; ziehe die Gerade 
2u und parallel zu ihr durch r die Gerade r /, so ist 0 f= f. 

Die Gleichung für den Flächeninhalt des Kreises lässt sich aber auch 
so schreiben 

d u 

[= a 
und es ist hiernach die Flache des Kreises gleich der Flache eines Recht- 
eckes, dessen Seiten beziehungsweise der halbe Umfang und der Halb- 
messer des Kreises sind. Aus der Gleichung folgt die Proportion 


Macht man also (Fig. 163) 0 u = —, errichtet in 0 eine Senkrechte, 
macht auf dieser Or =r und O 1 = 1, zieht die Gerade «u 1 und parallel 


zu ihr durch r die Gerade r f, so ist 0 f= f. 


10. Der Kreisausschnitt. 


Die Fläche eines Kreisausschnittes ist gleich der Fläche eines Drei- 
ecks, dessen Grundlinie der Bogen und dessen Höhe der Halbmesser des 
Kreises ist, so dass, wenn der Halbmesser mit r, der Bogen mit b und 
die Fläche mit f bezeichnet wird, 

er.) 
Ist abc (Fig. 164) ein solcher Kreisausschnitt, ab der Bogen, 
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ae der Halbmesser, so hat man zunächst den Bogen in eine gerade Linie 
zu verwandeln. Dieses geschieht am einfachsten auf folgende Weise. Man 
errichtet im Endpunkte a des Halbmessers eine Senkrechte, hierauf nimmt 
man einen Bogentheil in den Zirkel, der so klein ist, dass er ohne merk- 
lichen Fehler als eine gerade Linie angesehen werden kann und trägt 
diesen Bogentheil auf dem Bogen ab sovielmal auf, als es möglich ist, 
sodann trägt man ihn auf der Tangente von a aus ebensovielmal auf, 
als er auf dem Bogen aufgetragen wurde. Ist nun noch ein Bogentheil 
vorhanden, welcher kleiner ist als der, welcher in den Zirkel genommen 
wurde, so trägt man auch diesen noch auf der Tangente auf, und es kann 
dann die hierdurch erhaltene gerade Linie gleich der Länge des Bogens 
gesetzt werden. Man erhält durch dieses Verfahren die Gerade ad, 
welche dem Bogen ab gleich zu setzen ist. Das Dreieck ade ist dann 
dasjenige, welches mit dem Ausschnitte «bc gleichen Flächeninhalt hat. 
Macht man auf dem Halbmesser ac die Strecke a 2 = 2, zieht die Ge- 
rade 2d und parallel zu ihr durch c die Gerade cf, welche die Tan- 
gente in f schneidet, so ist a f= f. 


11. Der Kreisabschnitt. 


Die Fläche des Kreisabschnittes ud (Fig. 165) ist der Unterschied 
der Flächen des Kreisausschnittes «dc und des Mittelpunkts - Dreiecks 
abc. Construirt man im Endpunkte a des Halbmessers ac eine Tan- 
gente, macht auf dieser die Strecke ad gleich der Länge des Bogens 
und zieht cd, so ist das Dreieck adc gleichtlichig dem Ausschnitte abc. 
Macht man be senkrecht auf ad, also parallel mit ac, und zieht ce, so 
ist das Dreieck acc gleich dem Dreiecke abc, denn sie haben dieselbe 
Grundlinie «ce und ihre Spitzen b und e liegen in der zur Grundlinie 
parallelen Linie de, weshalb sie auch in den Höhen übereinstimmen. 

Nimmt man von dem Dreiecke adc das Dreieck aec hinweg, so 
bleibt das Dreieck ced, welches mithin gleichflächig mit dem Kreis- 
Abschnitte ab sein muss. Macht man cc’ parallel zu ad, macht e 2 = 2, 
zieht die Gerade 2 d und parallel zu ihr durch c’ die Gerade ce’ f, welche 
die Tangente in / schneidet, so ist e = f gleich dem Flächeninhalte des 
Abschnittes a b. 


12, Der Ring. 


Bezeichnet man die Halbmesser der concentrischen Kreise (Fig. 166) 
mit r und r, und den Flächeninhalt des Ringes mit f, so ist 
{= (r° — 1") oder auch [=Œ (r + 7) (t — ri) z 
Schreiben wir die Gleichung so 
r+r 


taal 7 ) z.(r—rı) dann ist der Faktor 2 (=) 2 
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also gleich der 


N A 1 
der Umfang eines Kreises, dessen Halbmesser 5 


halben Summe der concentrischen Kreise ist. Der andere Faktor (r — 1) 
stellt aber die Breite des Ringes dar. 

Dieser Kreis lässt sich leicht construiren, denn es ist ac=vr, 
ab=r,, machen wir daher auf der Verlängerung von ac die Strecke 
cd=ab=r,, so it ad=r--r,, und wird diese Linie in e halbirt, 
so ist ae= En mithin ist der mit dem Halbmesser a e beschriebene 
Kreis der gesuchte. Weil aber «æ b = cd, so ist auch b e= ce, woraus 
hervorgeht, dass dieser Kreis in der Mitte zwischen den gegebenen con- 
centrischen Kreisen liegt, weshalb er der Mittelkreis genannt werden soll. 
Wir können folglich sagen: Die Fläche eines Ringes ist gleich der Fläche 
eines Rechtecks, dessen eine Seite der Umfang des Mittelkreises und 
dessen andere Seite die Breite des Ringes ist. 

Machen wir daher auf einer beliebigen Geraden Owu gleich dem Um- 
fange des Mittelkreises, errichten in 0 eine Senkrechte und machen auf 
dieser 0% gleich der Breite des Ringes, so ist das Rechteck 0 ud’ b das- 
jenige, welches mit dem Ringe gleichen Flächeninhalt hat. Machen wir 
endlich O 1 = 1, ziehen die Gerade 1% und parallel zu ihr durch & die 
Gerade b f, so ist 0 f= f; das ist der Flächeninhalt des Ringes. 


13. Die Ellipse, 


Bezeichnen wir die halbe grosse Axe mit a, die halbe kleine Axe 

mit b und die Fläche mit /, so ist 
f=abr 
Dafür können wir schreiben 
de Ed 

und es ist hiernach die Fläche der Ellipse gleich einem Rechtecke, dessen 
eine Seite die Hälfte eines mit der einen halben Axe als Halbmesser be- 
schriebenen Kreises und dessen andere Seite die andere Halbaxe ist. 

Beschreibt man daher mit der einen Halbaxe einen Halbkreis und 
verwandelt diesen in eine gerade Linie, so hat man die beiden Seiten des 
Rechtecks, welches nun leicht construirt und berechnet werden kann. 


14. Das Parabelsegment. 


Der Flächeninhalt eines Parabelsegments ist gleich 2 desjenigen Recht- 


ecks, von welchem es umschlossen wird. Um dieses Rechteck zu con- 
struiren, legt man (Fig. 167) eine zur Sehne ad parallele Tangente an 
die Kurve und errichtet in @ und b Senkrechte, welche die Tangente in 
c und d treffen, so ist ab de das Rechteck, von welchem das Parabel- 
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segment umschlossen wird. Theilt man nun eine der Seiten ac oder bd 
in 3 gleiche Theile und legt durch den Theilpunkt 2 eine Parallele zu 
dea anderen Seiten, so ist das Rechteck ab 2’ 2 gleichflächig dem Parabel- 
Segmente. 

Es kann aber auch die Flache des Parabelsegmentes als Dreieck darge- 
stellt werden (Fig. 168). Man lege an die Kurve eine Tangente parallel zur 
Sehne ab und lasse vom Berührungspunkte c die Senkrechte c d auf die Sehne 
herab; hierauf theile man cd in 3 gleiche Theile und mache ce =; 
zieht man dann die Geraden ae und be, so ist das Dreieck abe eben- 
falls gleichflächig dem Parabelsegmente. Denn bezeichnet man ab mit s, 


ed; 


c d mit k, so ist de= > h und der Flächeninhalt des Dreiecks ist daher 


4 
ceed RER 


3 _ das eae 


3 


2 
Wenn eine Fläche von einer geraden Linie und einer Kurve begrenzt 
wird, deren Gestalt einer Parabel sich nähert, so kann eine solche Fläche 
innerhalb gewisser Grenzen als Parabelsegment angesehen und demgemäss 
berechnet werden. 


15. Die krummlinig begrenzte unregelmässige Fläche. 


` Wenn eine Fläche von einer beliebigen krummen Linie begrenzt wird 
(Fig. 169), so lässt sich ihr Inhalt auf folgende Weise bestimmen. Man 
zerlegt die Fläche durch parallele Linien in Streifen von gleicher Breite, 
so dass diese Streifen als Trapeze angesehen werden können. Construirt 
man nun in einem jeden solchen Streifen die Mittellinie, so ist das Pro- 
dukt aus der Mittellinie und der Breite des Streifens sein Flächeninhalt. 
Bezeichnen wir die allen Streifen gemeinsame Breite mit b, ihre Mittel- 
linien mit h,, Aa, As ... so ist die Summe der Streifenflächen 

b (hı thy Hha +...) 

mithin gleich einem Rechtecke, dessen eine Seite die Breite der Streifen 
und dessen andere Seite die Summe der Mittellinien sämmtlicher Streifen 
ist. Die beiden sich hierbei ergebenden Endfiächen sind als Parabel- 
segmente zu betrachten und als solche zu berechnen. Die Summe des 
Rechtecks und der beiden Parabelsegmente ist aber die Fläche der Figur. 
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Siebenter Abschnitt. 


Addition und Subtraktion der Figuren. 


1. Construktion eines Dreiecks tiber gegebener Basis, welches gleich 
der Summe mehrerer Dreiecke ist. 


Wenn mehrere Dreiecke zu einem Dreiecke von gegebener Grund- 
linie vereinigt werden sollen, so dass die Fläche dieses Dreiecks gleich 
der Summe der Flächen jener Dreiecke ist und man bezeichnet mit 6,, 
bz, bs ... die Grundlinien, mit A, Aa, Xa ... die Höhen der gegebenen 
Dreiecke, sowie mit è die gegebene Grundlinie und mit z die noch unbe- 
kannte Höhe des gesuchten Dreiecks, so haben wir die Gleichung 


ba bi hy by hs bs hz 
So roe a 5 4- 5 +... 
oder 


b e= b, h +b, l built... 
so dass nun die auf der rechten Seite befindlichen Produkte zu addiren 
sind. Dieses geschieht dadurch, dass man die Produkte in andere ver- 
wandelt, welche einen gemeinschaftlichen Faktor haben, die Summe der 
nicht gemeinschaftlichen Faktoren bildet und diese mit dem gemeinschaft- 
lichen Faktor multiplicirt. 

Nimmt man als gemeinschaftlichen Faktor die gegebene Grundlinie 
des gesuchten Dreiecks, also d, und bezeichnet man die nicht gemeinschaft- 
lichen Faktoren mit £1, 22,23... d. h. verwandelt man sämmtliche Dreiecke 
in solche mit der Basis ò und sind dann 2, 2, &y ... die zugehörigen 
Höhen, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an 

ba=b (z ta: 4 tt...) woraus s =n tu» +n-+... 
und es ist mithin die Höhe des gesuchten Dreiecks gleich der Summe der 
Höhen der verwandelten Dreiecke. 

Sind z. B. (Fig. 170) die Dreiecke a, bı c, und a, bz c, gegeben, ist 
ab=b, ah—h, a: b = b, @ lta =h und sollen sie zu einem 
Dreiecke vereinigt werden, dessen Basis b ist, so mache man auf dem 
einen Schenkel eines beliebigen Winkels 0 b= b, 06, = bi, 0b, =b, auf 
dem andern Schenkel des Winkels aber 0h, =h,, O ha = Mu. Man ziehe 
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die Gerade 5%, und parallel zu ibr durch 5, die Gerade b, 2,, so ist 
Ox, ==.2,, ferner ziehe man die Gerade 6h, und parallel zu ihr durch 
b: die Gerade b, 7, so ist O2, =a, denn es bestehen folgende Pro- 
portionen 


0b 0b, ; b, 

= t EY 

Oh, 02, das 15 hy Ly 

0b 0 b, 5 as bz 

E Ode, das ist i oi 


Aus diesen Proportionen folgen die Gleichungen 
brembi h, und ba, Sale 

Nun soll sein 
b x= b, hı +b: h, daher ist auch b r= dx, +b a, also en + 2. 

Um endlich das Dreieck zu construiren, mache man auf einer Geraden 
0b= b, errichte in 0 eine Senkrechte auf Ob und mache auf dieser 
Senkrechten 0 z, =, sowie in derselben Richtung 2, 7 =, 50 ist 
er, —ipH 

Ein jedes Dreieck, welches über der Basis 06 mit der Höhe 0%, 
construirt wird, ist ein Dreieck, dessen Flächeninhalt gleich der Summe 
der Dreiecke a, bı c, und az bz c ist. 


2. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches gleich 
dem Unterschiede zweier Dreiecke ist. 


Wenn ein Dreieck über einer gegebenen Basis construirt werden soll, 
dessen Flächeninhalt gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Drei- 
ecke ist, so hat man für dieselben Bezeichnungen die Gleichung 

b x = bı ly — by he 
und das Verfahren ist dasselbe, wie wir es soeben bei der Addition 
gezeigt haben. Nehmen wir dieselben Dreiecke und mit ihnen dieselben 
Verwandlungen vor, so ist 
b æ = b r, — b aa, also mm — t 

Die Höhe des gesuchten Dreiecks ist mithin die Differenz der Höhen 
der verwandelten Dreiecke. 

Um dieses Dreieck zu construiren, mache man (Fig. 171) auf einer 
Geraden 0 b= b, errichte in O eine Senkrechte und mache auf dieser 
Ow =t, sowie in entgegengesetzter Richtung 2, t, = z, dann ist 02, 
= t, — % =x und ein jedes Dreieck, welches über der Basis Où mit 
der Höhe 0 7z, construirt wird, ist ein solches, dessen Flächeninhalt gleich 
dem Unterschiede der Dreiecke a, bı c, und a; bz cz ist. 


3. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich der Summe mehrerer Dreiecke ist. 


Wenn eine Summe von Dreiecken als ein Parallelogramm von ge- 
gebener Basis dargestellt werden soll, und man bezeichnet mit bı, bz ... 
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die Grundlinien, mit Aı, A. ... die Höhen der gegebenen Dreiecke, sowie 
mit b die gegebene Grundlinie und mit æ die noch unbekannte Höhe des 
gesuchten Parallelogramms, so haben wir die Gleichung 
ba un ++ ah +... oder 2b¢@=Lhthint... 
und es sind die Produkte auf der rechten Seite zu addiren. Nimmt man 
b als gemeinschaftlichen Faktor und bezeichnet die nicht gemeinschaftlichen 
Faktoren mit ©, 7. ... verwandelt man also sämmtliche Dreiecke in 
solche mit der Basis) und sind dann a, a, ... die zugehörigen Höhen, 
so wird die Gleichung 
2dba=ebm + t+ ...) wrausBße=en-tn-+... 


und mithin 
atanp... 
2 


Es ist daher die Héhe des gesuchten Parallelogramms gleich der 
halben Summe der Höhen der verwandelten Dreiecke. 

Nehmen wir wieder dieselben Dreiecke a, bı c, und a, by Ca be- 
stimmen die Höhen x, und 7, der verwandelten Dreiecke und halbiren 
ihre Summe, so ist diese halbe Summe die gesuchte Höhe des Paralle- 
logramms. 

Machen wir auf einer Geraden (Fig. 172) 0 b= b, errichten auf der- 


a, + a, 
ata 


= 


selben in 0 eine Senkrechte und machen auf dieser 0 2 = 


so ist Ow die Höhe des Parallelogramms. 

Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis Ob mit der Höhe 
Oæ construirt wird, ist ein solches, dessen Flächeninhalt gleich der Summe 
der Dreiecke a, bi ¢, und a, b: ¢ ist. Da nun dieses Parallelogramm auch 
ein Rechteck sein kann, so ist hiermit gleichzeitig die Aufgabe gelöst, 
eine Summe von Dreiecken als ein Rechteck von gegebener Basis dar- 
zustellen. 


4. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, welches 
gleich dem Unterschiede zweier Dreiecke ist. 

Soll ein Parallelogramm über einer gegebenen Basis construirt werden, 
dessen Flächeninhalt gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Drei- 
ecke ist, so hat man die Gleichung 

bı hy bz he 
Bm: ME 

Verwandeln wir die Produkte auf der rechten Seite in solche mit 

dem gemeinschaftlichen Faktor b und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 


x, und 2,, so erhalten wir die Gleichung 


oder 2 b gz = b, hı — bz hy 


ba — 


2 b g= b (zı — a) und hieraus £ = pui m 
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Die Hohe des gesuchten Parallelogramms ist daher gleich dem halben 
Unterschiede der Höhen der verwandelten Dreiecke. 

Machen wir auf einer Geraden Ob= b, errichten in O eine Senk- 
Uy — th 

2 
desjenigen Parallelogramms, dessen Flächeninhalt gleich dem Unterschiede 
der Dreiecke a, b cı und a,b, C ist. 

Dieses gilt für ein jedes Parallelogramm, welches über der Grund- 
linie 0b mit der Höhe Ov construirt wird, daher gilt es auch für ein 
Rechteck, so dass die Aufgabe, den Unterschied zweier Dreiecke als Rechteck 
von gegebener Basis darzustellen, hier ebenfalls gelöst ist. 


rechte und machen auf dieser 0 z = x = so ist Ox die Höhe 


5. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches 
gleich der Summe mehrerer Trapeze ist. 

Wenn eine Summe von Trapezen als ein Dreieck von gegebener 
Basis dargestellt werden soll und man bezeichnet mit bi, bz; b'i, 62 ... 
die parallelen Seiten, mit ,, As ... die Höhen der Trapeze, sowie mit b 
die Basis des Dreiecks und mit x seine noch unbekannte Höhe, so haben 
wir die Gleichung 

ba by + b, b'i +o, 
a ħ + 9 la +... 
Bestimmen wir die Mittellinien der Trapeze und setzen 


by Gz ba b'i + b'a 
2 


=m, PER 


faa al 


so erhalten wir die Gleichung 
ba 

z = m n Hmh +... 
wo nun jedes Trapez als Rechteck mit der Basis m dargestellt ist. Ver- 
wandeln wir die Produkte in solche mit dem gemeinschaftlichen Faktor b 
und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren x,, 2, €s ... so erhalten wir 
die Gleichung 

bi 

=bu,+ba, +... woraus s= 2 (n tr -+--.) 

Es ist also die Höhe des Dreiecks gleich der doppelten Summe der 
Höhen der verwandelten Trapeze. 

Sind z. B. die Trapeze a b ci d und ay h: Ca d, gegeben 
(Fig. 173) und sollen sie zu einem Dreiecke mit der Basis b vereinigt 
werden, so construire man die Höhen hk, und A,, halbire sie und ziehe 
durch die Halbirungspunkte Parallelen zu den parallelen Seiten der 
Trapeze, so erhält man die Mittellinien m, und m, der Trapeze. Nun 
mache man auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels 0) = b, 
0 m, = m,, 0 m = m, und auf dem andern Schenkel 0h, = hi, 0 hi = hz, 
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ziehe die Gerade h, und parallel zu ihr durch m, die Gerade m, 2,, so 
ist O2, = <2,, ferner ziehe man die Gerade bh, und parallel zu ihr durch 
m, die Gerade m, 2, so ist O Z, =z, denn es bestehen folgende Pro- 
portionen 


0b Om ane ae leh Ta m 
Omi: iOi irrota 

0b 0 M 4 b Mz 
0 ha 7.00 Lg due] ha 77 Lg 


Aus diesen Proportionen folgen die Gleichungen 
Drei: Os = mMm 


Nun soll sein 
ta = m, h +m h,, daher ist auch r =batba 
woraus folgt 
z = 2 (n + 22) 

Um das Dreieck zu coustruiren, machen wir auf einer Geraden Ob 
= 6, errichten in 0 eine Senkrechte und machen auf dieser 0 u = <, 
wv, 2 = z, und sodann 0x = 2.0 a, so ist 

Ox = 2 (x, + am) 
das ist die Höhe des Dreiecks. 

Ein jedes Dreieck, welches über der Basis 0b mit der Höhe 0x 
construirt wird, ist daher gleichflächig der Summe der Trapeze a, bi ¢, dh 
und a bz Cz dh. 


6. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches gleich 
dem Unterschiede von zwei Trapezen ist. 
Soll ein Dreieck über einer gegebenen Basis construirt werden, dessen 
Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Trapeze ist, so hat 
man die Gleichung 


ba hth j 
E E 
und führt man die Mittellinien ein, so ist 

ba 

Tee > M, Ai — M hy 

Verwandeln wir die Produkte auf der rechten Seite in solche mit dem 

gemeinschaftlichen Faktor 4 und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
zı und 2, so erhalten wir die Gleichung 


ba 
Sir b (a, — a) und hieraus z= 2 (2, — 12) 


b, + b's 
3 h 


2 


Die Höhe des Dreiecks ist daher gleich dem doppelten Unterschiede 
der Höhen der verwandelten Trapeze. 
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Nehmen wir dieselben Trapeze und führen die Construktion aus, so 
erhalten wir für x, und z, dieselben Linien. 

Um dieses Dreieck zu construiren, machen wir auf einer Geraden 
0 b= b, errichten in O eine Senkrechte und machen auf dieser 0.7, = 2, 
sowie in entgegengesetzter Richtung 2, 2 = m, so ist O t, = T, — 2: 
machen wir dann weiter O z = 2 0 2, so ist 0 z= 2 (x, — m) die Höhe 
des Dreiecks. 


7. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich der Summe mehrerer Trapeze ist. 


Soll eine Summe von Trapezen als Parallelogramm von gegebener 
Basis dargestellt werden und man bezeichnet mit b,, b,, 0',,b'.... die 
parallelen Seiten, mit A,, As ... die Höhen der Trapeze, sowie mit b die 
Basis des Parallelogramms und mit a seine noch unbekannte Höhe, so 
haben wir die Gleichung 


b bs b' b', 
Ba p Ain ai h+... 


Bestimmen wir die Mittellinien der Trapeze und setzen 


bi J- ba AR + bs 

ee ee EnA 
so erhalten wir die Gleichung 

bı =m apm ht. 
wo nun jedes Trapez als Rechteck mit der Basis m dargestellt ist. Ver- 
wandeln wir die Produkte in solche mit dem gemeinschaftlichen Faktor b 
und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 7,, 22, %4 ... so erhalten wir 
die Gleichung 
b £ =b (a ++...) woraus s= n Hant.. 

Es ist also die Höhe des Parallelogramms gleich der Summe der 
Höhen der verwandelten Trapeze. 

Nehmen wir wieder dieselben Trapeze, bestimmen die Höhen z, und 
”, der verwandelten Trapeze und bilden die Summe x, + x, derselben, 
so ist diese Summe die gesuchte Höhe des Parallelogramms. 

Machen wir auf einer Geraden O b= b, errichten auf derselben in 0 
eine Senkrechte, machen auf dieser Ox, =<, und in derselben Richtung 
ti 2a = Za, SO ist O r, die Höhe des Parallelogramms. 

Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis O b mit der Höhe 
Or, construirt wird, ist gleichflächig der Summe der Trapeze a, bı cı dı 
und a, 0). ¢ d,. Da nun dieses Parallelogramm auch ein Rechteck sein 
kann, so ist die Aufgabe, eine Summe von Trapezen als ein Rechteck von 
gegebener Basis darzustellen, gleichzeitig mit gelöst. 


N 
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8. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich dem Unterschiede von zwei Trapezen ist. 
Soll ein Parallelogramm über einer gegebenen Basis construirt werden, 
dessen Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Trapeze ist, 
so haben wir die Gleichung 


und wenn man die Mittellinie einführt, so ist 
b x = m, la — m In 

Verwandeln wir die Produkte auf der rechten Seite in solche mit dem 
gemeinschaftlichen Faktor und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
z, und x;, so erhalten wir die Gleichung 

b z = b (x, — 12) daher z = z, — x, 

Die Hohe des Parallelogramms ist daher gleich dem Unterschiede der 
Höhen der verwandelten Trapeze. 

Nehmen wir dieselben Trapeze und führen die Construktion aus, so 
erhalten wir für x, und z, dieselben Linien. 

Um dann das Parallelogramm zu construiren, machen wir auf einer 
Geraden Od—b, errichten in O eine Senkrechte und machen auf dieser 
Oz,=2,, sowie in entgegengesetzter Richtung Tı ts = T, so ist 0% 
=r, — tı = & die Höhe des Parallelogramms. 

Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis 0 mit der Hölıe 
Oz, construirt wird, ist gleichflächig dem Unterschiede der Trapeze 
a, bı ¢, d, und a, bz Cs d, und weil dieses Parallelogramm auch ein Rechteck 
sein kann, so ist die Aufgabe, den Unterschied von Trapezen als Rechteck 
von gegebener Basis darzustellen, gleichzeitig mit gelöst. 


9. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich der Summe mehrerer Parallelogramme ist. 
Wenn eine Summe von Parallelogrammen als Parallelogramm von 
gegebener Basis dargestellt werden soll und man bezeichnet mit b, bz, 
bs ... die Grundlinien, mit /n, %2, Ra ... die Höhen der gegebenen 
Parallelogramnıe, ferner mit b die gegebene Basis und mit x die noch 
unbekannte Höhe des gesuchten Parallelogramms, so haben wir die 
Gleichung 
bs=bhhtbi-+ ... 

Werden die Produkte auf der rechten Seite in solche mit dem ge- 
meinschaftlichen Faktor b und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren «,, 
Za, 23 ... verwandelt, so erhält man die Gleichung 


z=b nt...) woraus s =a Ha t. 
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Es ist also die Höhe des gesuchten Parallelogramms gleich der Summe 
der Höhen der auf die Basis  verwandelten gegebenen Parallelogramme. 

Sind nun z. B. (Fig. 174) die Parallelogramme a, bı cı d, und a, bz C; dz 
gegeben und sollen sie zu einem Parallelogramme mit der Basis b ver- 
einigt werden, sind a, b und a,b, die Grundlinien, so construire man die 
Höhen A, und kı. Hierauf mache man auf dem einen Schenkel eines 
beliebigen Winkels 0b= b, 0b, —=b, Ob, =b, und auf dem andern 
Schenkel 0, = h, Oh,» = hs, ziehe die Gerade bh, und parallel zu ihr 
durch b, die Gerade b, zı, so ist 0.7, —=.27,, ferner ziehe man die Gerade 
bh, und parallel zu ihr durch b, die Gerade 6, 2,, so ist 0.7, = T}, denn 
es bestehen die Proportionen 


0b taf Ob, i iou p b 
0% 7 (Ole; a2 hy ee 
Ob. 0% ee 
Va tes i hy IT 


Aus diesen Proportionen ergeben sich die Gleichungen 
Oi = brh; baa =b 
Nun soll sein 
b z = b, hı +, hz, daher ist auch b z = (x, +.) woraus folgt 
r=2, + 7, 

Um das Parallelogramm zu construiren, machen wir auf einer Geraden 
O b= b, errichten in O eine Senkrechte und machen auf dieser 0 7, = s, 
und in derselben Richtung x, 7, = 2, so ist Om =m + x, die Höhe 
des Parallelogramms. 

Ein jedes Parallelogramm, welches sich über der Basis Ob mit der 
Höhe Oxs, construiren lässt, ist gleich der Summe der gegebenen Paral- 
lelogramme a, b, ¢, dı und a, c,d,; da man aber auch ein Rechteck 
construiren kann, so ist die Darstellung einer Summe von Parallelogrammen 
als Rechteck von gegebener Basis hier ebenfalls ausgeführt. 


10. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, welches 
gleich dem Unterschiede von zwei Parallelogrammen ist. 


Soll über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt werden, 
dessen Fläche gleich dem Unterschiede von zwei gegebenen Parallelo- 
grammen ist, so hat man die Gleichung 

b æ = b, h — b, ho 
und verwandelt man die Produkte auf der rechten Seite in solche mit dem 
gemeinschaftlichen Faktor 5 und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
xı und 2, so erhält man die Gleichung 
b £ = b (xı — rı) und hieraus z= xz, — 1}. 

Die Höhe des gesuchten Parallelogramms ist daher gleich dem Unter- 

sehiede der Höhen der auf die Basis 4 verwandelten Parallelogramme. 
7 
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Nehmen wir dieselben Parallelogramme und führen die Construktion 
aus, so erhalten wir für x, und z, dieselben Linien. Machen wir daher, 
um das Parallelogramm zu construiren, auf einer Geraden 0 b= b, er- 
richten in 0 eine Senkrechte und machen auf dieser O z, = zı, sowie in 
entgegengesetzter Richtung 2, 2 = z}, so ist Ov, =n —ın, das ist die 
Hohe des gesuchten Parallelogramms. 
Ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis O5 mit der Höhe 
Oz, construirt wird, ist gleich dem Unterschiede der gegebenen Paral- 
lelogramme. 


11. Construktion eines Dreiecks von gegebener Basis, welches gleich 
der Summe mehrerer Parallelogramme ist, 


Wenn eine Summe von Parallelogrammen als Dreieck von gegebener 
Basis dargestellt werden soll und man bezeichnet mit bı, b; ... die Grund- 
linien, mit %ı, hk, ... die Höhen der gegebenen Parallelogramme, ferner 
mit 5 die gegebene Basis und mit x die noch unbekannte Höhe des ge- 
suchten Dreiecks, so haben wir die Gleichung 

zu hi +b. hg +... 

Werden die Produkte auf der rechten Seite in solche mit dem ge- 
meinschaftlichen Faktor 5 und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren z. 
a... verwandelt, so erhält man die Gleichung 

Zeratnt. ..) woraus z = 2 (sn +2,+...) 

Es ist also die Höhe des gesuchten Dreiecks gleich der doppelten 
Summe der Höhen der auf die Basis b verwandelten gegebenen Paral- 
lelogramme. 

Nehmen wir wieder dieselben Parallelogramme, bestimmen die Höhen 
zı und z, der verwandelten Parallelogramme und bilden die doppelte 
Summe 2 (xı + 2,) derselben, so ist diese Summe die gesuchte Höhe des 
Dreiecks. 

Machen wir zu diesem Zwecke auf einer Geraden 0b = b, er- 
richten auf derselben in O eine Senkrechte und machen auf dieser 0z 
= 2 (x1, +2) so ist 02 die Höhe des Dreiecks und ein jedes Dreieck, 
welches über Ob als Basis mit der Höhe 0x construirt wird, ist gleich 
der Summe der gegebenen Parallelogramme. 


12. Construktion eines Dreiecks von gegebener Basis, welches gleich 
dem Unterschiede von zwei Parallelogrammen ist. 
Soll über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden, dessen 
Fläche gleich dem Unterschiede von zwei gegebenen Parallelogrammen ist, 
so hat man die Gleichung 
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ba 
= bi vn — by he 
und verwandelt man die Produkte auf der rechten Seite in solche mit dem 
gemeinschaftlichen Faktor è und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
& und x, so erhält man die Gleichung 
bz 
2 

Die Höhe des gesuchten Dreiecks ist daher gleich dem doppelten 
Unterschiede der Höhen der auf die Basis b verwandelten Parallelo- 
gramme. 

Nehmen wir dieselben Parallelogramme und führen die Construktion 
aus, so erhalten wir für 2, und x, dieselben Linien. Machen wir daher, 
um das Dreieck zu construiren, auf einer Geraden 0 b = b, errichten in 0 
eine Senkrechte und machen auf dieser O2, =.z,, sowie in entgegen- 
gesetzter Richtung 2, x, = 2, SO ist O zə = T, — rz,‘ machen wir endlich 
02=2.0, so ist 02 die Höhe des gesuchten Dreiecks und ein jedes 
Dreieck, welches über der Basis Ob mit der Höhe Ox construirt wird, 
ist gleich dem Unterschiede der gegebenen Parallelogramme. 


= b (a, — 2) und hieraus z= 2 (x, — za) 


13. Construktion eines Quadrates, welches gleich der Summe 

mehrerer Quadrate ist. 

Wenn eine Summe von Quadraten als Quadrat construirt werden soll, 
und wir bezeichnen die Seiten dieser Quadrate mit a, b, c ... die Seite des 
gesuchten Quadrates aber mit x, so haben wir die Gleichung 

2—=e+ +++... 
Um diese Gleichung zu construiren, bilde man nacheinander 

Qa? F bar: 

nm? + e=nm? 

e 
u. s. f. bis zur Seite des letzten Quadrates. Das letzte x, welches wir auf 
diese Weise erhalten, ist das gesuchte, also die Seite desjenigen Quadrates, 
dessen Fläche gleich der Summe der Flächen sämmtlicher Quadrate ist. 

Machen wir auf einer Geraden (Fig. 175) O a = a, errichten in 0 
eine Senkrechte, machen auf dieser O b= und ziehen die Gerade ba, 
so ist ba = z,, denn es besteht die Gleichung 

a? a ba = r? 

Errichten wir ferner auf ab in b eine Senkrechte, machen auf dieser 
bc =c und ziehen die Gerade ca, so ist ca=z,, denn es besteht die 
Gleichung 

Ly 2 + e= TTE 
Errichten wir weiter auf ac in c eine Senkrechte, machen auf dieser 
TE 
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cd=d und ziehen die Gerade da, so ist da = 1s, denn es besteht die 
Gleichung 
at? + d =a? 
und es ist leicht einzusehen, wie dieses Verfahren weiter fortzusetzen ist. 
Wire nun die Gleichung 
re =at bet d 
zu construiren gewesen, so wäre 
2 — 6 
und daher ad die Seite desjenigen Quadrates, dessen Fläche gleich der 
Summe der gegebenen Quadrate ist. 


14. Construktion eines Quadrates, welches gleich dem Unterschiede 
von zwei Quadraten ist. 

Soll ein Quadrat construirt werden, dessen Fläche gleich dem Unter- 
schiede der Flächen zweier gegebener Quadrate ist, so haben wir die 
Gleichung 

“=a? — b? 

Um diese zu construiren, machen wir auf einer Geraden (Fig. 176) 
0 b= b, errichten in 0 eine Senkrechte und schneiden diese von b aus 
mit ba = a, so ist 0a = q, denn es ist 


0a =ab — Oi das iste =a —b 


15. Construktion eines Parallelogramms von gegebener Basis, 
welches gleich der Summe mehrerer Quadrate ist. 

Wenn eine Summe von Quadraten als Parallelogramm oder Rechteck 
von gegebener Basis construirt werden soll und wir bezeichnen die Seiten 
dieser Quadrate mit a,b,c... die gegebene Basis des Parallelogramms 
mit g, und die noch unbekannte Hohe desselben mit x, so haben wir die 
Gleichung 

ge=atb—+c-+... 

Verwandelt man die Quadrate auf der rechten Seite in Produkte mit 
dem gemeinschaftlichen Faktor g und den nicht gemeinschaftlichen Fak- 
toren Ti, %2, 73 ... so erhalten wir die Gleichung 

gr =g la +++...) woraus s= tn t+n-+... 
und es ist die Höhe des gesuchten Parallelogramms gleich der Summe der 
Höben der auf die Basis g verwandelten Quadrate. 

Sind nun z. B. (Fig. 177) die Quadrate a, bı cı dı und az bz C2 d; ge- 
geben und solen sie zu einem Parallelogramme mit der Basis g vereinigt 
werden, ist a die Seite des Quadrates a, b, cı dı und b die Seite des 
Quadrates a, b: cz dz, so mache man auf dem einen Schenkel eines belie- 
bigen Winkels 0a =a, 0b =b und 0g =g, auf dem andern Schenkel 
0a' =a, 0b' =b, ziehe die Gerade ga’ und parallel zu ihr durch a die 
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Gerade a xı, soist O zı = 2,, ferner ziehe man die Gerade 9’ und pa- 
rallel zu ihr durch 5 die Gerade }.x,, so ist Ot, = 2, denn es bestehen 
die Proportionen 


Og 04 a 
da’ m das ist z 
0g 0b s g b 
05 — 0m das it Bam 


Aus diesen Proportionen folgen nun die Gleichungen 

ga =a een 

Nun soll sein 

g z= &@? 4+ b?, daher ist auch g £ = g a, + 9 Tı, woraus folgt 

v=a,ta, 

Um das Parallelogramm zu construiren, machen wir auf einer Ge- 
raden 0 g =g, errichten in 0 eine Senkrechte und machen auf dieser 
0 = 34, sowie in derselben Richtung 2, 2, = te, dann ist on =a, +, 
das ist die gesuchte Höhe des Parallelogramms. 

Ein jedes Parallelogramm und folglich auch das Rechteck, welches 
über der Basis Og mit der Höhe O z, construirt wird, ist gleichflächig 

| der Summe der Quadrate a, bı c, di und az bz C: dz. 


| 16. Construktion eines Parallelogramms von gegebener Basis, 
J welches gleich dem Unterschiede von zwei Quadraten ist. 
1° Soll ein Parallelogramm über einer gegebenen Basis construirt wer- 
den, dessen Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Quadrate 
ist, so hat man die Gleichung 
ge=a? —d: 

Verwandelt man die Quadrate in Produkte mit dem gemeinschaftlichen 
N Faktor g und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren a, und 7, so erhält 
man die Gleichung 

g z= g (tı — u) woraus 4 = 2, — 2 
folglich ist die Höhe des gesuchten Parallelogramms gleich dem Unter- 
schiede der Höhen der auf die Basis g verwandelten Quadrate. 

Nehmen wir dieselben Quadrate und führen die Construktion aus, so 
erhalten wir für ©, und «x, dieselben Linien, und um das Parallelogramm 
zu construiren, machen wir auf einer Geraden Ô g =g, errichten in 0 
eine Senkrechte und machen auf dieser 0 z, =.7,, sowie in entgegen- 
gesetzter Richtung 2, 23 = T3, so ist Om =m — %, das ist die Höhe 
des. Parallelogramms. 

Ein jedes Parallelogramm und folglich auch das Rechteck, welches 
über der Basis Og mit der Höhe 0x, construirt wird, ist gleich der 
Differenz der Quadrate a, bı cı dı und a bz C2 dz. 
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17. Construktion eines Dreiecks von gegebener Basis, welches gleich 
der Summe mehrerer Quadrate ist. 

Wenn eine Summe von Quadraten als Dreieck von gegebener Basis 
construirt werden soll und wir bezeichnen die Seiten dieser Quadrate mit 
a,b,c... die gegebene Basis des Dreiecks mit g und die noch unbe- 
kannte Höhe desselben mit x, so haben wir die Gleichung 


“a =w bpe... 


Verwandeln wir die Quadrate in Produkte mit dem gemeinschaftlichen 
Faktor g und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 2,, 12, 2, ... 80 
erhalten wir die Gleichung 


at, +r +H a+ ...) woraus a=2(2,+2,+a,+...) 


und es ist demnach die Höhe des gesuchten Dreiecks gleich der doppelten 
Summe der Höhen der auf die Basis g verwandelten Quadrate. 

Nehmen wir dieselben Quadrate und führen dieselbe Construktion aus, 
so erhalten wir für ©, und x, dieselben Linien. Machen wir sodann, um 
das Dreieck zu construiren, auf einer Geraden 0 g = g, errichten in 0 
eine Senkrechte, machen auf dieser O sz, = z, und in derselben Richtung 
Tı t: = Ta, sowie 02=2.07, so ist Or =2 (z, -+ 2), das ist die 
Höhe des Dreiecks. Ein jedes Dreieck, welches über der Basis 0g mit 
der Hohe O xv construirt wird, ist gleich der Summe der beiden gegebenen 
Quadrate. 


18. Construktion eines Dreiecks von gegebener Basis, welches 
gleich dem Unterschiede zweier Quadrate ist. 

Soll ein Dreieck über einer gegebenen Basis construirt werden, dessen 
Fläche gleich dem Unterschiede zweier Quadrate ist, so hat man die 
Gleichung 

gx 
io 

Werden die Quadrate in Produkte mit dem gemeinschaftlichen Faktor 
g und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren x, und x, verwandelt, so 
erhalten wir die Gleichung 

= = g (0 — 22) woraus a = 2 (2, — a») 
und es ist mithin die Höhe des gesuchten Dreiecks gleich dem doppelten 
Unterschiede der Höhen der auf die Basis g verwandelten Quadrate. 

Für dieselben Quadrate erhalten wir dieselben Linien für ©, und z. 

Machen wir daher auf einer Geraden 09 = g errichten in O eine Senk- 


= a?’ — b? 
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ee 


rechte, machen auf dieser 02, == x, und in entgegengesetzter Richtung 
2 Ta =t, hierauf 022.0, so ist O g= 2 (®, — 2.) die Höhe des 
gesuchten Dreiecks. 


19. Construktion eines Kreises, welcher gleich der Summe mehrerer 
Kreise ist. 


Wenn ein Kreis construirt werden soll, dessen Fläche gleich der 
Summe der Flächen mehrerer gegebener Kreise ist und wir bezeichnen die 
Halbmesser der gegebenen Kreise mit 7,, 72, 73, ... den Halbmesser des 
gesuchten Kreises aber mit 2, so haben wir die Gleichung 

LVa=rn r Hrn ... daher Pmretretrnt+... 

Bilden wir nun der Reihe nach 

tn = ay? 

m? Hr = ay? 

m? Hr = an? 
und so weiter, bis zum Halbmesser des letzten Kreises, so ist das letzte 
welches wir auf diese Weise erhalten, der Halbmesser desjenigen Kreises, 
dessen Fläche gleich der Summe der Flächen sämmtlicher Kreise ist. 

Machen wir auf einer Geraden (Fig. 178) Or, =r,, errichten in 0 
eine Senkrechte, machen auf dieser Or, =r, und ziehen die Gerade 7, 1, 
so ist nr, ==2,, denn wir haben die Gleichung 

neH rn == 2? 

Errichten wir ferner auf rar, in r, eine Senkrechte, machen auf 
dieser r, r, =r, und ziehen die Gerade 1; 7, so ist r3 7, = 12, denn wir 
haben die Gleichung 


2 + n = 2? 

Errichten wir weiter auf r,r, in 73; eine Senkrechte, machen auf 
dieser 73 r, =r, und ziehen die Gerade r, rı, so ist r, 7, = Zz, denn wir 
haben die Gleichung 

as? + 142 = a? 
und es ist leicht einzusehen, wie dieses Verfahren weiter fortzusetzen ist. 
Ware daher die Gleichung 
e=n’+n?+n?4+r? 
zu construiren gewesen, so wäre æ, = x und daher 7,7, der Halbmesser 
desjenigen Kreises, dessen Fläche gleich der Summe der gegebenen 
Kreise ist. 


20. Construktion eines Kreises, welcher gleich dem Unterschiede 
zweier Kreise ist. 


Soll ein Kreis construirt werden, dessen Fläche gleich dem Unter- 
schiede der Flächen zweier gegebener Kreise ist, so haben wir die Gleichung 


a—n:’—n? 
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Wir machen, um diese zu construiren, auf einer Geraden (Fig. 179) 
072.72, errichten in O eine Senkrechte und schneiden diese von 7, aus 
mit r, rı 71, so ist Or, = z, denn es ist 


— a) —2 i 2 2 2 
On =nn — 0r; dasist Tt =7, —n 


21. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich der Summe mehrerer Kreise ist. 


Wenn über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt 
werden soll, dessen Fläche gleich der Summe der Flächen mehrerer ge- 
gebener Kreise ist und wir bezeichnen die Halbmesser der Kreise mit 
Yis %2, 3, ... die gegebene Basis des Parallelogramms mit b und seine 
noch unbekannte Hohe mit x, so haben wir die Gleichung 

ba=a(r?tr2trs?t ...) 
oder 
be 
— -n’+nr’+n? +... 

Verwandelt man die Quadrate der Halbmesser in Produkte mit dem 
gemeinschaftlichen Faktor b und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
Ty, Ta; T3, ... SO erhält man die Gleichung 

er =b (n +a+a,+.. 
und hieraus 
ern Ht Ha...) 

Die Höhe des Parallelogramms ist daher die zfache Summe der 
Höhen der auf die Basis 5 verwandelten Quadrate der Halbmesser der Kreise. 

Sind r, und r, die Halbmesser zweier gegebener Kreise und ist b 
die gegebene Basis des Rechtecks, so mache man (Fig. 180) auf dem 
einen Schenkel eines Winkels 05=6, Or, = r,, Or: =r. und auf dem 
andern Schenkel Or,'=r,, Or: = rz, ziehe die Gerade br,’ und pa- 
rallel zu ihr durch 7, die Gerade r, zı, so ist 02, = 2, ziehe ferner die 
Gerade dr,’ und parallel zu ihr durch r, die Gerade 7, 2,, so ist 
0x2 = z2, denn wir haben die Proportionen 


0b = Or tı d t b = 38 
OM ar (Ore, ap is i ath 
0b Or, 4 b Yo 
Ge Ue = das ist a PH 


Aus diesen Proportionen folgt 
ARES en 
Nun soll sein 
bx 
—— =r, ? r? daher ist auch — = b (a, +) woraus folgt 


Tr 
=r pom 
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Macht man auf einer Geraden 0b= b, errichtet in 0 eine Senk- 
rechte, macht auf dieser 0 z, = r, und in derselben Richtung z, Z, = Tz, 


1 
sowie 3 7 (2, + 2,)=0.2, so ist Ow die Höhe des Parallelogramms. 


22. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich dem Unterschiede zweier Kreise ist. 
Soll über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt werden, 
dessen Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier gegebener 
Kreise ist, so haben wir die Gleichung 


be 
b z = z (r,t — rn?) oder — =n?—n? 


Verwandelt man die Quadrate der Halbmesser in Produkte mit dem 
gemeinschaftlichen Faktor b und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren x, 
und 22, so geht die Gleichung in folgende über 


= = b (x, — t) woraus t= z (2, — 2) 

Die Höhe des Parallelogramms ist daher gleich dem zfachen Unter- 
schiede der Höhen der auf die Basis b verwandelten Quadrate der Halb- 
messer der Kreise. 

Nehmen wir dieselben Kreishalbmesser und dieselbe Basis des Pa- 
rallelogramms und führen die Construktion aus, so erhalten wir für 2, und 
x, dieselben Linien. Machen wir dann auf einer Geraden Ob=b, er- 
richten in 0 eine Senkrechte, machen auf dieser 02, =., und in ent- 
gegengesetzter Richtung 2 m = Tı, so ist On =x —.r,, machen wir 


| z 
sodann 0 «= 37 O a, so ist Ow die Höhe des Parallelogramms. 


23. Construktion eines Dreiecks von gegebener Basis, welches 
gleich der Summe mehrerer Kreise ist. 


Wenn über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden soll, 
dessen Fläche gleich der Summe der Flächen mehrerer gegebener Kreise 
ist und wir bezeichnen die Halbmesser der Kreise mit ri, 72, 73 ... die 
gegebene Basis des Dreiecks mit b und seine noch unbekannte Höhe mit 
x, so haben wir die Gleichung 

ba 


2 =r (n° Hr Hr.) 


oder 


Verwandelt man die Quadrate der Halbmesser in Produkte mit dem 
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gemeinschaftlichen Faktor b und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
Tı, Lo, Xz ... so erhält man die Gleichung 
be 
oy =b (a +a2+a,+ ...) 
und hieraus 
ra tn ++...) 
Die Höhe des Dreiecks ist daher die 2 zfache Summe der Höhen der 
auf die Basis b verwandelten Quadrate der Halbmesser der Kreise. 
Nehmen wir dieselben Kreishalbmesser und dieselbe Basis und führen 
die Construktion aus, so erhalten wir für 7, und 2, dieselben Linien; 
machen wir dann auf einer Geraden O b= b, errichten in O eine Senk- 
rechte und machen auf dieser Ox, =, und in derselben Richtung «x, 2% 
r 3 1 : 
= T}, so ist On = 2, + 2, machen wir dann 0r =2. 37: 0.2. so ist 
Ox die Höhe des Dreiecks. 
Ein jedes Dreieck, welches über der Basis Ob mit der Höhe 0x 
construirt wird, ist gleich der Summe der beiden Kreise. 


24. Construktion eines Dreiecks von gegebener Basis, welches 
gleich dem Unterschiede zweier Kreise ist. 

Soll über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden, dessen 
Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier gegebener Kreise ist, 
so haben wir die Gleichung 
“2 =7(r,?— r?) oder a 

Verwandelt man die Quadrate der Halbmesser in Produkte mit dem 
gemeinschaftlichen Faktor 6 und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 
x, und z, so erhält man folgende Gleichung 

ba 
2r 

Die Höhe des Dreiecks ist daher gleich dem 2 zfachen Unterschiede 
der Höhen der auf die Basis b verwandelten Quadrate der Kreishalb- 
messer. Nehmen wir dieselben Halbmesser und dieselbe Basis und führen 
die Construktion aus, so erhalten wir für x, und x, dieselben Linien. 
Machen wir dann auf einer Geraden O b= b, errichten in O eine Senk- 
rechte, machen auf dieser O z =z, und in entgegengesetzter Richtung 


=r? — 12? 


= b (x; — x) woraus 2 = 2 x(a, — m) 


3 1 
Zi Za = T3, so ist Ox, = 2, — T2, machen wir sodann 07 = 2. 37 0 a2 


so ist Ox die Höhe des Dreiecks. 
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25. Construktion einer Ellipse mit gegebener Halbaxe, welche 
gleich der Summe mehrerer Ellipsen ist. 


Wenn eine Ellipse construirt werden soll, deren Fläche gleich der 
Summe der Flächen mehrerer gegebener Ellipsen ist, indem eine der Halb- 
axen dieser Ellipse gegeben ist, und wir bezeichnen die Halbaxen der ge- 
gebenen Ellipsen mit a, b1; az, b2; a3, b25.. . die gegebene Halbaxe der ge- 
suchten Ellipse mit a und die noch unbekannte andere Halbaxe mit x, so 
haben wir die Gleichung 

atnr=x(m b mb +...) oder az= a bi Habt... 

Verwandelt man die Produkte in andere mit dem gemeinschaftlichen 
Faktor « und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 2,, £2, 23, ... so wird 
die Gleichung 

aan tn ++... woraus =n Han Hant onn. 

Die gesuchte Halbaxe der Ellipse ist daher gleich der Summe der 
andern Halbaxen, welche man erhält, wenn die Ellipsen auf die gemein- 
schaftliche Halbaxe a verwandelt werden. 

Sind nun z. B. (Fig. 181) zwei Ellipsen gegeben, deren Halbaxen 
a,b, und az, bs sind und ist a die gegebene Halbaxe der gesuchten Ellipse, 
so machen wir auf dem einen Schenkel eines Winkels 0 a =a, 0a, =a, 
0a = a, auf dem andern Schenkel aber 05, = b, und 0b, = be, ziehen 
die Gerade ab, und parallel zu ihr durch a, die Gerade a, sı, so ist 
02, =“, ziehen ferner die Gerade ab, und parallel zu ihr durch a, die 
Gerade a, &, so ist O.% = 22, denn wir haben die Proportionen 


0a 0a, a, a _ 
0b, = On, das ist wer 
0a 0 a Pi a M 
03, is das a ia 
Aus diesen Proportionen folgt 
RR CH UNE um =H b, 
Nun ist 
az—ab a b, daher auch a g= a (x, + 22) woraus 
s= Ft 


Macht man auf einer Geraden 0Oa= a, errichtet in Ọ eine 
Senkrechte, macht auf dieser O z, =s, und in derselben Richtung 2, x; 
= q}, so ist 02, = x, + =< die gesuchte andere Halbaxe der Ellipse. 


26. Construktion einer Ellipse mit gegebener Halbaxe, welche 
gleich dem Unterschiede zweier Ellipsen ist. 

Soll mit ciner gegebenen Halbaxe eine Ellipse construirt werden, 
deren Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier gegebener 
Ellipsen ist, so haben wir die Gleichung 

atn = xz (a,b, — Q: bz) oder a s = a bi — ab, 
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Verwandelt man die Produkte in andere mit dem gemeinschaftlichen 
Faktor a und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren x, und 2,, so wird 


die Gleichung 
ax == a (z, —2,) woraus £= x, — 2, 


Die gesuchte Halbaxe ist daher gleich dem Unterschiede der andern 
Halbaxen, welche man erhalt, wenn die Ellipsen auf die gemeinschaftliche 
Halbaxe a verwandelt werden. 

Nehmen wir dieselben Halbaxen und führen die Construktion aus, so 
erhalten wir für 2, und x, dieselben Linien. Machen wir dann auf einer 
Geraden 0a =a, errichten in O eine Senkrechte und machen auf dieser 
Oa, = 2%, sowie in entgegengesetzter Richtung 2, m = nm, so ist 0% 
= 2, — 7, = x die gesuchte Halbaxe der Ellipse. 


27. Construktion eines Kreises, welcher gleich der Summe mehrerer 
Ellipsen ist. 

Wenn ein Kreis construirt werden soll, dessen Fläche gleich der 
Summe der Flächen mehrerer gegebener Ellipsen ist und wir bezeichnen 
die Halbaxen der Ellipsen mit a,, bı ; a2, b2; ... den Halbmesser des Kreises 
mit x, so haben wir die Gleichung 

ar ra mb +...) oder =a b tab... 

Verwandelt man die Produkte in andere mit dem beliebig angenom- 
menen gemeinschaftlichen Faktor a und den nicht gemeinschaftlichen Fak- 
toren £1, 2,33 ... so wird die Gleichung 


"ma +n-+...) 
Setzen wir nun 


aHa taat... =b so wird "=ab 
und construiren wir die Proportion 
a & 


Zo 
so ist der Halbmesser des Kreises bestimmt. 

Nehmen wir dieselben Ellipsen und denselben Faktor a und führen 
die Construktion aus, so erhalten wir für x, und 2, dieselben Linien und 
es ist dann n =D. 

Macht man nun auf einer Geraden (Fig. 182) ( a =a, beschreibt über 
0 a als Durchmesser einen Halbkreis, macht 0 b = b, errichtet in b eine Senk- 
rechte bw und zieht die Gerade 0 x, so ist O « der Halbmesser des Kreises, 
dessen Fläche gleich der Summe der Flächen beider Ellipsen ist. 


28. Construktion eines Kreises, welcher gleich dem Unterschiede 
von zwei Ellipsen ist. 


Wenn ein Kreis construirt werden soll, dessen Fläche gleich dem Unter- 
schiede der Flächen zweier gegebener Ellipsen ist, so haben wir die Gleichung 
Lx = x(a bı — a, b2) oder z?= a, bı — a, by 
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Werden die Produkte in andere mit dem beliebig angenommenen ge- 
meinschaftlichen Faktor a und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 2, 
und x, verwandelt, so wird die Gleichung 

x? = a(x, — T) und setzen wir 2, — m = b, so wird z? = ab. 

Construiren wir endlich die Proportion 

a x 
wu 
so ist der Halbmesser des Kreises bestimmt. 

Nehmen wir dieselben Ellipsen und denselben Faktor a und führen 
die Construktion aus, so erhalten wir für x, und x, dieselben Linien, und 
es ist x, — Tı = b. 

Macht man nun auf einer Geraden (Fig. 183) 0O a= a, beschreibt 
über Oa als Durchmesser einen Halbkreis, macht O b= b, errichtet in 
b eine Senkrechte 5x und zieht die Gerade Ox, so ist Ox der Halb- 
messer des Kreises, dessen Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen 
beider Ellipsen ist. 


29. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich der Summe mehrerer Ellipsen ist. 

Wenn über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt wer- 
den soll, dessen Fläche gleich der Summe der Flächen mehrerer Ellipsen 
ist, werden die Halbaxen der Ellipsen wie vorher bezeichnet, ist b die ge- 
gebene Basis des Parallelogramms und x seine noch unbekannte Höhe, so 
haben wir die Gleichung 

br=nr (ub tab +...) 

Verwandelt man die Produkte in andere mit dem gemeinschaftlichen 
Faktor 6 und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 2,7, ... so wird 
die Gleichung 

ba=br(n -+r 4...) woraus ern ++...) 

Es ist also die Höhe des Parallelogramms gleich der mfachen Summe 
der nicht gemeinschaftlichen Faktoren. 

Nehmen wir dieselben Ellipsen und für die Basis 6 die mit a be- 
zeichnete Linie und führen die Construktion aus, so erhalten wir auch 
für zı und x, dieselben Linien. Macht man nun auf einer Geraden O b 
= b, errichtet in 0 eine Senkrechte, macht auf dieser 0 z, = q, und in 
derselben Richtung z, 2 = Tə, ferner Oc =x.QOa, so ist Ox die Höhe 
des Parallelogramms. 


30. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, 
welches gleich dem Unterschiede zweier Ellipsen ist. 


Soll über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt wer- 
den, dessen Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Ellipsen 
ist, so haben wir die Gleichung 
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b z =z (a bi — a, ba) 
und wenn die Produkte in andere mit dem gemeinschaftlichen Faktor 4 
und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren x, und z, verwandelt werden, 
be=bx(x,— 12) woraus s = z (t) — 12) 
Es ist daher die Höhe des Parallelogramms gleich dem zfachen Un- 
terschiede der nicht gemeinschaftlichen Faktoren. 
Für dieselben Ellipsen und dieselbe Basis erhalten wir auch für s, 
und z, dieselben Linien, deren rfacher Unterschied die Höhe des Paral- 
lelogramms ist. 


31. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches 
gleich der Summe mehrerer Ellipsen ist. 

Wenn über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden 
soll, dessen Fläche gleich der Summe der Flächen mehrerer Ellipsen ist, so 
haben wir die Gleichung 

bu 
J =z (ua b ab +...) 
und werden die Produkte in andere mit dem gemeinschaftlichen Faktor 
h und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 2,2. ... verwandelt 
ba 
gore? (a + a +...) woraus s= 22(a,+a2+...) 

Es ist daher die Höhe des Dreiecks gleich der 2 zfachen Summe der 
nicht gemeinschaftlichen Faktoren. 

Für dieselben Ellipsen und dieselbe Basis erhalten wir für z, und x, 
dieselben Linien, deren 2 zfache Summe die Höhe des Dreiecks ist. 


32. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches 
gleich dem Untersohiede von zwei Ellipsen ist. 


Soll über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden, dessen 
Fläche gleich dem Unterschiede der Flächen zweier Ellipsen ist, so haben 
wir die Gleichung 

bx 

2 
und werden die Produkte in andere mit dem gemeinschaftlichen Faktor b 
und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren 2, und z, verwandelt 


ba ! 
-o 7b (4 — t) woraus = 2 z (tı — 1) 


=z (a bi — ay by) 


Es ist daher die Höhe des Dreiecks gleich dem 2-=fachen Unter- 
schiede der nicht gemeinschaftlichen Faktoren. 

Für dieselben Ellipsen und dieselbe Basis erhalten wir für rn und r, 
dieselben Linien, deren 2xfacher Unterschied die Höhe des Dreiecks ist. 

Bei der Darstellung von Summen und Unterschieden von Flächen als 
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Dreieck oder Parallelogramm haben wir stets angenommen, dass die Basis 
des Dreiecks oder Parallelogramms gegeben sei; es hätten aber ebensogut 
die Höhen dieser Figuren gegeben sein können, die Betrachtungen und 
Construktionen wären dieselben gewesen. 


33. Construktion eines Parallelogramms, welches gleich der Summe 
mehrerer Parallelogramme ist, wenn das Verhältniss von Grundlinie 
und Höhe gegeben ist. 


Es kann nun aber auch der Fall eintreten, dass keine der beiden die 
Fläche bestimmenden Dimensionen, sondern dass nur das Verhältniss dieser 
beiden Dimensionen gegeben ist. 

Wir wollen dieses für einen Fall betrachten. 

Wenn ein Parallelogramm construirt werden soll, dessen Fläche gleich 
der Summe der Flächen mehrerer gegebener Parallelogramme ist, wenn 
bi, 4, ... die Grundlinien, ,,/, ... die Höhen der gegebenen Paralle- 
logramme sind und man bezeichnet die Basis des gesuchten Parallelo- 
gramms mit x, seine Höhe mit y, so hat man die Gleichung 

zy =b h taht... 
wo « und y unbekannt sind. Besteht nun ferner die Gleichung 
x m t m 
E =a 50 folgt hieraus «= TEY 
Setzen wir diesen Werth für x in die erste Gleichung ein, so wird sie 


y= h Hhh t... 


Werden die Produkte rechts in andere mit dem gemeinschaftlichen 
Faktor m und den nicht gemeinschaftlichen Faktoren yı, Yz ... ver- 
wandelt, so erhält man die Gleichung 


— y? =m (y +yz +...) und hieraus weiter 
Y =n (j +n +. go) 


Bildet man die Summe der y und setzt 


h +y—+ ... =h so wird y= nh 
woraus die Proportion 
"10% 
ae i 


sich ergibt. Wird diese in bekannter Weise construirt, so erhält man y 
und aus der Gleichung 
m , 4 A = m 
el folgt dann weiter die Proportion a: 
woraus sich endlich auch = ergibt. 
Sind z. B. (Fig. 184) a, bı c, dı und a,b,c, d, zwei Parallelogramme, 
deren Flächen zu einem Parallelogramme vereinigt werden sollen, sind a; b 
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=b, und a; b: =b, die Grundlinien, so construire man zunächst die 
Höhen a, hı =f, und a, h = h. 

Sind ferner m und » die beiden Linien, welche das Verhältniss der 
Grundlinie und Höhe des gesuchten Parallelogramms bestimmen, so mache 
man auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels 05, = b,, 05, = b, 
und Om = m, auf dem andern Scherkel aber O kh, = h, und 0h, = hy, ziebe 
die Gerade mh, und parallel zu ihr durch 6, die Gerade 5, y,, so ist 
04, = yı, man ziehe ferner die Gerade m h, und parallel zu ihr durch 
ba die Gerade b: y2, so ist O y: = Ya, denn wir haben die Proportionen 


Om Ob, m bi 
T g Ee y 
Aaa et Obi das ist Pda SP 
O hy me, 0 Yo hy “a! Ya 
und aus diesen Proportionen ergeben sich die Gleichungen 
my = b lu: my = h Ny 


Nun soll sein 


=~ y? = bı hı + by ħa, daher ist auch - y=m(yı +42) 
woraus folgt 
y =n (n tn) 
Wir machen nun auf einer Geraden Oyi = Yi, Yı Y2 = Yz, SO ist 
O Y = Y, +4. =h und wir erhalten die Gleichung 
yY =nh 
Wir machen ferner auf einer Geraden O n = n, n h = h, beschreiben 
über 0% als Durchmesser einen Halbkreis und errichten in » die Senk- 
rechte v y, so ist n y = y. 
Wir machen weiter auf dem einen Schenkel eines Winkels 0 m = m, 
auf dem andern Schenkel 0 n = n und 0 y= y, ziehen die Gerade mn 


und parallel zu ihr durch y die Gerade yx, so ist O z= x, denn wir 
haben die Proportion 


und es sind somit die beiden Dimensionen, Grundlinie und Höhe des ge- 
suchten Parallelogramms bestimmt. 

Machen wir endlich auf einer Geraden 0 z = z, errichten in O eine 
Senkrechte und machen auf dieser O y = y, so ist ein jedes Parallelo- 
gramm, welches über der Basis Ox mit der Höhe Oy construirt wird, 
gleichflächig der Summe der beiden Parallelogramme a, bı cı d, und 
Q b2 Co dy und es verhält sich die Grundlinie zur Höhe wie m zu n. 


www.rcin.org.pl 


Achter Abschnitt. 


Multiplikation der Figuren. 


1. Construktion eines Dreiecks, welches ein Vielfaches eines 
gegebenen Dreiecks ist. 


Wenn ein Dreieck construirt werden soll, dessen Flächeninhalt ein 
Vielfaches eines gegebenen Dreiecks ist, wir bezeichnen mit b die Basis, 
mit A die Höhe des gegebenen Dreiecks, mit » den Multiplikator und mit 
/ die Fläche des gesuchten Dreiecks, so ist 

' bh f ` 
[=n.-5 >» wofür wir auch schreiben können 


.  (nb).h db. (nh) 
Ja: ii 177% 


und man hat also dem gesuchten Dreiecke entweder das » fache der Grund- 
linie des gegebenen Dreiecks als Grundlinie, oder das mfache der Höhe 
des gegebenen Dreiecks als Höhe zu geben. 

Ist abe (Fig. 185 und 186) das gegebene Dreieck, ab die Grund- 
linie 5 und ah die Höhe % sowie n = 2 und macht man (Fig. 185) 
ab, =2.ab, so ist jedes Dreieck wie abc, welches über ad, als 
Basis mit der Höhe A construirt wird, zweimal so gross als das gegebene 
Dreieck. Oder macht man (Fig. 186) ak, = 2 . a h, so ist jedes Dreieck 
wie abe,, welches über ab als Basis mit der Höhe ah, construirt wird, 
zweimal so gross als das gegebene Dreieck. 


2. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches ein 
Vielfaches eines gegebenen Dreiecks ist. 


Wenn über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden soll, 
dessen Flächeninhalt das »fache eines gegebenen Dreiecks ist, wir be- 
zeichnen mit b die Basis, mit % die Höhe des gegebenen Dreiecks, mit 6’ 
die gegebene Basis und mit x die noch unbekannte Höhe des gesuchten 
Dreiecks, so haben wir die Gleichung 


Ve bh 
2 7 -r oder b' xz = (n b) h =b . (n h) 


8 
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Es ergeben sich hieraus die Proportionen 


aus welchen x bestimmt wird. 

Es sei nun (Fig. 187) abc das gegebene Dreieck, a b =b, ah=h 
und »==2. Man mache auf der Verlängerung von ab die Strecke ab, 
= 2 b und ab' =b’, ziehe die Gerade 6'h und parallel zu ihr durch b, 
die Gerade b, ‚x, so ist æ r =x die gesuchte Höhe des Dreiecks, denn es 
besteht die Proportion 

ab’ a by b' 2b 
x 


FF a a al lh 


3. Construktion eines Parallelogramms, welches ein Vielfaches eines 
gegebenen Parallelogramms ist. 

Wenn ein Parallelogramm construirt werden soll, dessen Fläche das 
Vielfache der Fläche eines gegebenen Parallelogramms ist, wir bezeichnen 
mit b die Basis, mit die Höhe des gegebenen Parallelogramms, mit » 
den Multiplikator und mit / die Fläche des gesuchten Parallelogramms, 
so ist 

f=n .bh=nb.h=b.nh 

Man hat also dem gesuchten Parallelogramm entweder das ~ fache 
der Grundlinie des gegebenen Parallelogramms als Grundlinie oder das 
nfache der Höhe des gegebenen Parallelogramms zur Höhe zu geben. 

Ist abcd (Fig. 188 und 189) das gegebene Parallelogramm, a b = b 
die Grundlinie und ak = h die Höhe desselben, sowie n = 2 und macht 
man (Fig. 188) a bs = 2 b, so ist jedes Parallelogramm wie a b, c’ d, welches 
über ad, als Basis mit der Höhe ah construirt wird, zweimal so gross 
als das Parallelogramm abed. Oder macht man (Fig. 189) a h = 2 h, 
so ist jedes Parallelogramm wie abc’ d’, welches über der Basis a4 mit 
der Höhe ah, construirt wird, zweimal so gross als das gegebene Paral- 
lelogramm. 


4. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, welches 
ein Vielfaches eines gegebenen Parallelogramms ist. 


Wenn über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt 
werden soll, dessen Fläche das »fache der Fläche eines gegebenen Pa- 
rallelogranıms ist, wir bezeichnen mit 6 die Basis, mit # die Höhe des 
gegebenen Parallelogramms, sowie mit 5’ die gegebene Basis, mit x die 
noch unbekannte Höhe des gesuchten Parallelogramms, so haben wir die 
Gleichung 

Dan Din... E 
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Hieraus folgen die Proportionen 


v' nb b' 
BT oder $ 


nh NR 
durch welche die Unbekannte x bestimmt wird. 

Es sei nun (Fig. 190) abcd das gegebene Parallelogramm, a b= b, 
ah==h und n= 2. Macht man auf der Verlängerung von a 5 die Strecke 
ab = 2b und ab’ = b', zieht die Gerade %b' h und parallel zu ihr durch 
b, die Gerade b, x, so ist a z= «x die Höhe des gesuchten Parallelogramms, 
denn es besteht die Proportion 
ab, b' 2b 


5. Construktion eines Quadrates, welches ein Vielfaches eines 
gegebenen Quadrates ist. 

Wenn ein Quadrat construirt werden soll, welches ein Vielfaches eines 
gegebenen Quadrates ist, wir bezeichnen die Seite des gegebenen Qua- 
drates mit a, die Seite des gesuchten Quadrates mit « und den Multipli- 
kator mit n, so haben wir die Gleichung 

t =n a 

Diese Gleichung lässt sich auf folgende Weise construiren. Ist abe d 
(Fig. 191) das gegebene Quadrat und man zieht eine Diagonale, etwa db, 
so ist 

di =a +a=2.a 

Errichtet man in d eine Senkrechte, macht auf dieser de=a und 

zieht die Gerade eb, so ist 
eb =di +a =3.a 

Errichtet man ferner in e eine Senkrechte, macht auf dieser ¢ef/—=a 

und zieht die Gerade /%, so ist 
fi =e tea’ = 4.a° 
und es ist leicht einzusehen, wie dieses Verfahren weiter fortzusetzen ist. 


6 Construktion eines Kreises, welcher ein Vielfaches eines 
gegebenen Kreises ist. 


Wenn ein Kreis construirt werden soll, dessen Fläche ein Vielfaches 
der Fläche eines gegebenen Kreises ist, man bezeichnet den Halbmesser 
des gegebenen Kreises mit r, den Halbmesser des gesuchten Kreises mit æ 
und den Multiplikator mit v. so hat man die Gleichung 

in — nr? z also wenn. 
und es ist diese Gleichung ebenso zu construiren, wie im vorhergegangenen 
Falle. Die letzte Quadratseite ist der Halbmesser des gesuchten Kreises. 
8t 
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7. Construktion einer Ellipse, welche ein Vielfaches einer 

gegebenen Ellipse ist. 

Wenn eine Ellipse construirt werden soll, deren Flacheninhalt ein 
Vielfaches einer gegebenen Ellipse ist, wir bezeichnen mit a und 5 die 
Halbaxen der gegebenen Ellipse, mit n den Multiplikator und mit f die 
Fläche der gesuchten Ellipse, so ist 

nor 
—=(na).bz—=a.(nb)r 

Man hat also die eine der gegebenen Halbaxen entsprechend zu ver- 

vielfachen. 


8. Constraktion einer Ellipse mit gegebener Halbaxe, welche ein 
Vielfaches einer gegebenen Ellipse ist. 

Soll die Ellipse über einer gegebenen Halbaxe construirt werden und 
wir bezeichnen diese mit «', sowie die andere noch unbekannte IHalbaxe 
mit x, so haben wir die Gleichung 

War=n.abr 
dasm=na.b=a.nb 

Hieraus folgen die Proportionen 
na a 

ay P Mr 

Macht man auf dem einen Schenkel eines Winkels (Fig. 192) 0a’ 
=a' und Oa, =2a wenn n=? ist, sowie auf dem andern Schenkel 
0b=6, zieht die Gerade a'b und parallel zu ihr durch a, die Gerade 
a, 2, SO ist O x= x< die andere Halbaxe der Ellipse, denn es besteht die 


Proportion 


r 


a 
Fog 


wera A y ” 


9. Construktion einer Figur, welche ein Vielfaches von einem 
unregelmässigen Vielecke ist. 


Wenn eine Figur construirt werden soll, welche ein Vielfaches von 
einem beliebigen gegebenen unregelmässigen Vieleck ist, so hat man das 
gegebene Vieleck zuerst in ein Dreieck zu verwandeln und mit diesen 
die Multiplikation vorzunehmen. Das Vielfache dieses Dreiecks ist dann 
auch das Vielfache der gegebenen Figur. 


10. Construktion einer Figur, welche ein Vielfaches einer gegebenen 
Figur und dieser ähnlich ist. 


Wenn eine Figur construirt werden soll, welche nicht nur ein Viel- 
faches einer gegebenen Figur, sondern dieser auch ähnlich ist, so hat man 
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zu berücksichtigen, dass die Flächen ähnlicher Figuren sich verhalten wie 
die Quadrate homologer Seiten. Ist nun @ eine Seite einer gegebenen 
Figur, deren Flächeninhalt mit f bezeichnet werden mag, ist a’ die homo- 
loge Seite der gesuchten Figur und f” der Flächeninhalt derselben, so be- 
steht die Proportion 


Soll sich nun verhalten 
1 r 5 
A soll also f = n f sein, so ist auch 


= = en daher a’? = n a? 

a’? n 

und wir haben, um die Seite a’ zu finden, ebenso zu verfahren, wie bei 
der Multiplikation der Quadrate. 

Ist z.B. abcd (Fig. 193) ein gegebenes Viereck und soll ein anderes 
diesem ähnliches Viereck construirt werden, dessen Flächeninhalt dreimal 
so gross als der Flächeninhalt des gegebenen Vierecks ist, so wählen wir 
eine Seite, etwa a b, und construiren die ihr homologe Seite des gesuchten 
ähnlichen Vierecks. Zu diesem Zwecke machen wir (Fig. 194) auf den 
Schenkein eines rechten Winkels Oa=0a’=ab und ziehen die Gerade 


2, 2 —? . 3 ‘ : A 
aa so ist aa’ =2ab, wir errichten ferner in a’ eine Senkrechte, 


machen auf dieser a! a” =a b und ziehen aa" so ist aat =3al. also 
ist aa" die zu ab homologe Seite eines Vierecks, welches dem gegebenen 
ähnlich ist und eine dreimal so grosse Fläche als das gegebene Viereck 
besitzt. 

Um dieses Viereck zu construiren, kann man auf verschiedene Weise 
verfahren, jenachdem man den Aehnlichkeitspunkt in einem Eckpunkte der 
Figur oder innerhalb der Figur oder ausserhalb der Figur annimmt. 

Legt man den Aehnlichkeitspunkt in einen Eckpunkt der Figur, etwa 
den Punkt a (Fig. 195), so fallen auch die in diesem Punkte zusammen- 
stossenden Seiten der ähnlichen Figuren zusammen. Man hat daher die 
Seiten ab und ad zu verlängern und durch den Punkt c den Strahl ac 
zu legen. Hierauf macht man ab’ = aa", also gleich der zu ab homo- 
logen Seite, macht b'c’ parallel zu 6c und c'd' parallel zu cd, so ist 
ab'c'd' das gesuchte Viereck. 

Legt man den Aehnlichkeitspunkt in das Innere des Vierecks (Fig. 196), 
so hat man von diesem Punkte aus Strahlen durch alle Eckpunkte der 
Figur zu legen. Hierauf zielt man durch einen beliebigen Punkt m des 
Strahles sa eine Parallele zu a b, macht auf dieser mn gleich der zu ab 
homologen Seite, also gleich aa” und legt durch n eine Parallele zum 
Strahle sa, bis sie den Strahl sb im Punkte J’ trifft. Durch 5’ legt man 
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eine Parallele zu ab und erhält so die Seite a’ 4’ des gesuchten Vierecks. 
Macht man ferner d’ c’ parallel zu bc, c’d’ parallel zu cd, so muss sich 
d'a' parallel zu da ergeben. Es ist dann a’ b' c' d’ das gesuchte Viereck. 

Nimmt man den Aehnlichkeitspunkt s ausserhalb der Figur (Fig. 197) 
an, so hat man zunächst von s aus durch alle Eckpunkte der Figur 
Strahlen zu legen. Hierauf zieht man durch einen beliebigen Punkt om 
des Strahles sb eine Parallele zur Seite a b, macht auf dieser m n gleich 
der zu ab homologen Seite, also gleich aa'’, und legt durch » eine Pa- 
rallele zum Strahle sb, bis sie den Strahl sa im Punkte aq’ trifft. Durch 
a’ legt man dann eine Parallele zu ab und erhält so die Seite a’ b' des 
gesuchten Vierecks. Macht man ferner 5’ c’ parallel zu be und œ d' 
parallel zu cd, so ergibt sich d'a' parallel zu da und es ist a’ b' d d’ 
das gesuchte Viereck. 


Neunter Abschnitt. 


Division der Figuren. 


1. Construktion eines Dreiecks, welches ein bestimmter Theil eines 
gegebenen Dreiecks ist, 


Wenn ein Dreieck construirt werden soll, dessen Flächeninhalt ein 
bestimmter Theil eines gegebenen Dreiecks ist, wir bezeichnen mit b die 
Basis, mit 4 die Höhe des gegebenen Dreiecks, mit n den Divisor und 
mit / die Fläche des gesuchten Dreiecks, so ist 


Be DON 
LFR n 2 
wofür wir auch schreiben können 
b h 
f=n ah bos 
en Ze 


und man hat also dem gesuchten Dreiecke entweder den »ten Theil der 
Grundlinie des gegebenen Dreiecks als Grundlinie oder den nten Theil 
der Höhe des gegebenen Dreiecks zur Höhe zu geben. 

Es sei abe (Fig. 198) das gegebene Dreieck, ab die Grundlinie, a h 
die Höhe und n = 3. Theilt man die Grundlinie in 3 gleiche Theile, so 
ist ein jedes Dreieck, welches über dem dritten Theile der Grundlinie 
mit der Höhe ah construirt wird, der dritte Theil des Dreiecks ade. 
Theilt man die Höhe in drei gleiche Theile, so ist ein jedes Dreieck, 
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welches über der Grundlinie ab mit dem dritten Theile von ah als Höhe 
eonstruirt wird, der dritte Theil des Dreiecks ab c. 


2. Construktion eines Dreiecks über gegebener Basis, welches ein 
bestimmter Theil eines gegebenen Dreiecks ist. 

Wenn über einer gegebenen Basis ein Dreieck construirt werden soll, 
dessen Flächeninhalt der nte Theil eines gegebenen Dreiecks ist, wir be- 
zeichnen mit b die Basis, mit A die Höhe des gegebenen Dreiecks, mit b' 
die gegebene Basis und mit x die noch unbekannte Höhe des gesuchten 
Dreiecks, so haben wir die Gleichung 


Va 1 bh A b h 
eh, a. oder b' & = z MT 
Hieraus ergeben sich die Proportionen 
y b 0 b 
E A oder h 
h < ; 7, 
v n 


aus welchen « bestimmt wird. 
Es sei nun abc (Fig. 199) das gegebene Dreieck, ab = b, a h = h 


l 
und n= 3. Man mache ab, = za b und ab’ = b', ziehe die Gerade 


b' k und parallel zu ihr durch b, die Gerade b, x, so ist a z = die ge- 
suchte Höhe des Dreiecks, denn es besteht die Proportion 


b 

b' ab ! ee 
e ASA das ist —- S13 
ah aa } R 


Ein jedes Dreieck, welches über ad’ als Grundlinie mit der Höhe 
ax construirt wird, ist der dritte Theil des Dreiecks abc. 


3. Construktion eines Parallelogramms, welches ein bestimmter 
Theil eines gegebenen Parallelogramms ist. 


Wenn ein Parallelogramm construirt werden soll, dessen Fläche ein 
bestimmter Theil eines gegebenen Parallelogramms ist, wir bezeichnen mit 
b die Basis, mit % die Höhe des gegebenen Parallelogramms, mit n den 
Divisor und mit / die Fläche des gesuchten Paralleloeramms, so ist 

1 b h 
bm, sil NE PA h=b. 

Man hat also dem gesuchten Parallelogramme entweder den mten 
Theil der Grundlinie des gegebenen Parallelogramms als Grundlinie oder 
den nten Theil der Höhe des gegebenen Parallelogramms als Höhe 
zu geben, 

Ist abe d (Fig. 200) das gegebene Parallelogramm, ab die Grund- 
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a | 
linie bund ah die Höhe h sowie n==3 und macht man ad, =F ab 


so ist ein jedes Parallelogramm, welches über a b, als Basis mit der Hohe h 
construirt wird, der dritte Theil des gegebenen Parallelogramms. Oder 


macht man ah, = , ah, so ist ein jedes Parallelogramm, welches über 


3 
ab als Basis mit der Höhe wh, construirt wird, der dritte Theil des ge- 
gebenen Parallelogramms. 


4. Construktion eines Parallelogramms über gegebener Basis, welches 
ein bestimmter Theil eines gegebenen Parallelogramms ist. 


Wenn über einer gegebenen Basis ein Parallelogramm construirt 
werden soll, dessen Flächeninhalt der nte Theil eines gegebenen Paralle- 
logramms ist, wir bezeichnen mit b die Basis, mit h die Höhe des ge- 
gebenen Parallelogramms, mit b die gegebene Basis und mit x die noch 
unbekannte Höhe des gesuchten Parallelogramms, so haben wir die 
Gleichung 


1 b h 
b x = — bh oder b' £t = — hie 
n N n 
Hieraus ergeben sich die Proportionen 
b b' 
b' k ELCH? b 
= 9 oder h = 
h — — r 
PH n 


durch welche œ bestimmt wird. 


Es sei nun abcd (Fig. 201) das gegebene Parallelogramm, a b = b, 
1 š 
ah=h und n=3. Man mache ud, = ga b und ad’ = b', ziehe die 
Gerade b k und parallel zu ihr durch b, die Gerade b, x, so ist a x = z 
die Höhe des gesuchten Parallelogramms, denn es besteht die Proportion 
b 
b' b b' - 
AE ee sist ei 
ah au h —— 
und ein jedes Parallelogramm, welches über der Basis ab mit der Höhe 
a x construirt wird, ist der dritte Theil des Parallelogramms a bcd. 


5. Theilung eines Dreiecks nach gegebenem Verhältniss. 


Soll ein Dreieck in zwei oder mehr Theile getheilt werden, deren 
Flächen sich wie gegebene Zahlen verhalten, so hat man zu berücksich- 
tigen, dass die Flächen von Dreiecken bei gleicher Höhe sich wie die 
Grundlinien verhalten. Theilt man daher die Grundlinie nach dem ge- 
gebenen Verhältniss und verbindet die Theilpunkte mit dem der Grund- 
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linie gegenüberliegenden Eckpunkte des Dreiecks, so sind die so erhaltenen 
Theile des Dreiecks die gesuchten. 

Ist z. B. abe (Fig. 202) das gegebene Dreieck, welches so in drei 
Theile getheilt werden soll, dass sich die Theile wie 2:3: 4 verhalten 
und nimmt man die Seite a b als Grundlinie an, so hat man diese Seite in 


9 gleiche Theile zu theilen. Macht man nun a b, = te ab, ho = : ab 


4 
und OMAE T ab, so verhält sich 


ADi = 0) ba bb = 2: 3A 
und zieht man die Geraden b, c und b,c, so verhalten sich die Dreiecke 
Adun: bi C Uz: bs eD — DR 


6. Theilung eines Parallelogramms nach gegebenem Verhältniss. 


Soll ein Parallelogramm in zwei oder mehr Theile getheilt werden, 
deren Flächen sich wie gegebene Zahlen verhalten, so gilt auch für Pa- 
rallelogramme, dass die Flächen bei gleicher Höhe sich wie die Grund- 
linien verhalten. Theilt man daher die Grundlinie nach dem gegebenen 
Verhältniss und zieht durch die Theilpunkte Parallelen zu den der Grund- 
linie anliegenden Seiten, so sind die erhaltenen Theile des Parallelogramms 
die gesuchten. 

Ist z.B. abcd (Fig. 203) das gegebene Parallelogramm, welches so 
in zwei Theile getheilt werden soll, dass sich die Theile wie 3:5 ver- 
halten und nimmt man die Seite ab als Grundlinie an, so hat man diese 


3 
ab, 


Seite in acht gleiche Theile zu theilen. Macht man nun ab, = 8 


5 
b; ba 3 ab, so verhält sich 
ab 0 — 345 
und zieht man die Gerade b, c, parallel zu ad, so ist 


de, AD Dec ae 


7. Construktion eines Quadrates, welches ein bestimmter Theil 
eines gegebenen Quadrates ist. 

Wenn ein Quadrat construirt werden soll, dessen Flächeninhalt ein 
bestimmter Theil eines gegebenen Quadrates ist, wir bezeichnen mit a die 
Seite des gegebenen, mit x die Seite des gesuchten Quadrates und mit n 
den Divisor, so haben wir die Gleichung 


1 4 x 2 a 
gE a?. wofür wir schreiben können, v7? = pt 


: é x ; s 3 a 
und es ist hiernach x die mittlere Proportionale zwischen @ und ET 
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Ist nun abed (Fig. 204) das gegebene Quadrat und n = 5, so 
theilen wir eine Seite, etwa ab. in fünf gleiche Theile, so dass bl, 
1 
= ab ist, beschreiben über ab als Durchmesser einen Halbkreis und 
errichten in b, die Senkrechte b, e; ziehen wir dann die Gerade be, so 
ist dieses die Seite eines Quadrates, dessen Flächeninhalt der fünfte Theil 
des Quadrates abc d ist, denn es ist 


= 1 1 
be =ab.bbh=a.Z— a—=— u 
5 


5 
8. Construktion von zwei Quadraten, deren Summe gleich 
einem gegebenen Quadrate ist und deren Flächen sich wie gegebene 
Zahlen verhalten. 


Sollen zwei Quadrate construirt werden, deren Flächen sich wie ge- 
gebene Zahlen verhalten und deren Summe gleich einem gegebenen Qua- 
drate ist, oder was dasselbe ist, soll ein Quadrat in zwei Theile getheilt 
werden, deren Flächen sich wie gegebene Zahlen verhalten, und sollen 
diese Theile selbst als Quadrate dargestellt werden, so haben wir die eine 
Seite des Quadrates nach dem gegebenen Verhältniss zu theilen, über der 
getheilten Seite als Durchmesser einen Halbkreis zu construiren und im 
Theilpunkte eine Senkrechte zu errichten. Die beiden Sehnen vom End- 
punkte der Senkrechten nach den Endpunkten des Durchmessers sind die 
Seiten der gesuchten Quadrate. 

Ist z.B. abed (Fig. 205) das gegebene Quadrat, welches so in zwei 
Theile getheilt werden soll, dass sich diese Theile wie 3:5 verhalten und 
sollen diese Theile selbst wieder als Quadrate dargestellt werden, so theile 
man eine Seite des Quadrates, etwa ab, in 5-+3==8 gleiche Theile. 


5 3 5 
Macht man nun aa, = 8 ab, so ist @ b= 8 ab und es verhält sich 


a, b:aa =3:5 
Zieht man die Gerade a, cı senkrecht auf a b, so zerfällt das gegebene 
Quadrat in die beiden Rechtecke a, bcc, und aa, cd und es besteht 
auch hier die Proportion 
Grol, za, O C= 0 
Construirt man über ab als Durchmesser einen Halbkreis, so schnei- 
det dieser die Gerade a,c, in b, und zieht man die Sehnen a b, und b b,, 
so ist bekanntlich 
bi =abca; ab, =aaad 
daher ist auch 
bb, : ab, =3:5 
endlich ist 
bb, tab =a 
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9. Construktion eines Kreises, welcher ein bestimmter Theil eines 
gegebenen Kreises ist. 

Wenn ein Kreis construirt werden soll, dessen Flächeninhalt ein be- 
stimmter Theil eines gegebenen Kreises ist, wir bezeichnen mit r den 
Halbmesser des gegebenen, mit x den Halbmesser des gesuchten Kreises 
und mit n den Divisor, so haben wir die Gleichung 


2 x also g: = —. r 


- 1 
eer —r 
n n 


und es ist somit x die mittlere Proportionale zwischen r und L, 
Ist ab (Fig. 206) der Halbmesser des gegebenen Kreises und n = 3, 


; 1 é 
so theile man a&b in 3 gleiche Theile, mache a b, = 3 ab und beschreibe 
über 6b, als Durchmesser einen Halbkreis; errichtet man dann ina die 
Senkrechte ac, so ist sie der Halbmesser des gesuchten Kreises, denn es 


besteht die Proportion 


al ac a z 
ab P — 
1 —- das ist 3 =— 
ac ab — r 

# 

woraus 
r 
PT 


3 


Da nun der mit dem Halbmesser ac beschriebene Kreis 3 des ge- 


gebenen Kreises ist, so ist die Fläche des zwischen diesen beiden Kreisen 


2 
liegenden Ringes des gegebenen Kreises. 


3 

Errichtet man im Punkte d, in welchem der kleine Kreis den Durch- 
messer des grossen Kreises schneidet, die Senkrechte de, so ist diese be- 
kanntlich der Halbmesser eines Kreises, welcher mit dem Ringe gleichen 
Flächeninhalt hat. Beschreiben wir daher mit dem Halbmesser de einen 


Kreis, so ist die Fläche desselben gleich des gegebenen Kreises und 


2 
3 
es verhält sich daher die Fläche des mit dem Halbmesser ac beschriebe- 
nen Kreises zur Fläche des mit dem Halbmesser de beschriebenen 
Kreises wie 1:2, während die Summe der Flächen beider Kreise gleich 


der Fläche des gegebenen Kreises ist, 


10. Construktion von zwei Kreisen, deren Summe gleich 
einem gegebenen Kreise ist und deren Flächen sich wie gegebene 
Zahlen verhalten. 

Wenn zwei Kreise construirt werden sollen, deren Flächen sich wie 
gegebene Zahlen verhalten und deren Summe gleich einem gegebenen 
Kreise ist, oder was dasselbe ist, wenn ein Kreis in zwei Theile getbeilt 
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werden soll, deren Flächen sich wie gegebene Zahlen verhalten und diese 
Theile selbst als Kreise dargestellt werden sollen, so hat man den Halb- 
messer in dem gegebenen Verhältnisse zu theilen und die vorausgegangene 
Construktion anzuwenden. 

Soll z. B. der gegebene Kreis (Fig. 207) so in zwei Theile getheilt 
werden, dass sich diese Theile wie zwei zu drei verhalten und sollen diese 
Theile selbst wieder als Kreise dargestellt werden, so theile man den Halb- 

2 
messer ab in 2-43 = 5 gleiche Theile. Macht man nun aa, = 5 ab und 
beschreibt über a, 5 als Durchmesser einen Halbkreis, in welchem man 
dann die Senkrechte ac errichtet, so ist diese der Halbmesser desjenigen 
2 
5 der Fläche des gegebenen Kreises ist. Be- 
schreibt man diesen Kreis und errichtet in seinem Durchschnittspunkte 
mit dem Durchmesser die Senkrechte de, so ist diese der Halbmesser 
eines Kreises, welcher mit dem Ringe gleichen Flächeninhalt hat und dessen 


5 


Fläche daher gleich 5 der Fläche des gegebenen Kreises ist. Die Flächen 


Kreises, dessen Fläche 


der mit den Halbmessern ac und de beschriebenen Kreise verhalten sich 
daber wie 2:3 und ihre Summe ist gleich der Fläche des gegebenen 
Kreises, denn es ist 


ESS 2 a a 
ac =y BE E 5 ab 
de =dbh,.db=(ab —ac)(ab+ac) 
=ab—ac =ab — = ab 
5 
8/3 
5,00 
und daher 
—3 1-2 2 —=2 Se — 
ac +de =p ab +7 ab =ab 
also auch 


Ge .xtde x =ab.r 
Die Construktion kann auch auf folgende Weise ausgeführt werden 
(Fig. 208). Man theile den Halbmesser ab in 5 gleiche Theile, nehme 
2 £ 
aa 4 bd), b= za b, beschreibe über a b als Durchmesser einen 
Halbkreis und errichte in a, die Senkrechte a, c, dann sind ac und be 
die Halbmesser der gesuchten Kreise. Denn es ist 
—2 -—2 
ac =n a by 16 e =a b ied 
das ist 
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= 2 2 —2 
Pd. ade an 
5 5 
—2 3 3 —3 
be =—ab.ab=— ab 
5 5 
daher 
piv de. ng 2 3\ — 
K ‘= I— — ht A 
e obce (= + 5 | ab 
und mithin auch 
GQcntbenrn=abdrnr 


Die Flächen der Kreise verhalten 


sich daher wie 2:3 und ihre 
Summe ist gleich dem gegebenen Kreise. 


Zehnter Abschnitt. 


Graphische Bestimmung der Volumina der Körper. 


1. Das Prisma 


Das Volumen eines Prismas ist ein Produkt aus seiner Grundfläche 
und seiner Höhe, also ein Produkt aus einer Fläche und einer Linie. 
Bezeichnet man die Grundfläche mit g, die Höhe mit % und das Volumen 
mit v, so ist 

- vg 


Die Grundfläche kann nun aber ein Dreieck, Viereck oder Vieleck 
sein, welches durch die sie bestimmenden Dimensionen gegeben sein muss. 


Ist die Grundfläche ein Dreieck, dessen Basis » und dessen Höhe % ist, 
so ist 


bh 
1 = 
und daher 
bh 
N = et 
b h 
— ee 5 ie 


a 


und somit ist das Volumen ein Produkt aus drei geraden Linien, welches 


nach den Regeln der graphischen Multiplikation gebildet werden kann, 
wenn diese drei Linien gegeben sind. 
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Ist die Grundfläche ein Trapez, dessen parallele Seiten b und b: 
sind und dessen Höhe A ist, so ist 


b b b b, 
g= a „h und daher v = — pie chek 
Bildet man die Summe b, +42, oder führt man die Mittellinie ein, 
so dass 
b by 
an =m und daher o=m.h.k 


ist, so ist wieder das Volumen des Prismas ein Produkt aus drei geraden 
Linien. 

Ist die Grundfläche ein Parallelogramm oder Rechteck, dessen Basis 

b und dessen Höhe A ist, so ist 
o=bh und daher v=bhk 
das ist ein Produkt aus drei geraden Linien. 

Ist die Grundfläche ein Quadrat und a die Seite desselben, so ist 

g=a.a und folglich v=aak 

Ist auch ka also der Körper ein Würfel, so ist 

v=a.0.a=a? 

Ist die Grundfläche ein unregelmässiges Viereck oder Vieleck, so hat 
man dieses in ein Dreieck zu verwandeln. Ist b die Basis, h die Höhe 
dieses Dreiecks, so ist 
7 und daher v= + hak 

Ist die Grundfläche cin regelmässiges Vieleck von n Seiten, bezeichnet 
s eine Seite und x den Halbmesser des einzuschreibenden Kreises, so ist 


9. 


ns.7 ns 
er und daher v = —, 


á . 


Pe et 


Es geht hieraus noch hervor, dass ein jedes Prisma in ein gerades 
Parallelepiped von rechteckiger Basis verwandelt worden ist, dessen Kanten 
die drei Faktoren sind. 

Ks sei z. B. ein gerades dreiscitiges Prisma (Fig 209) durch seine Pro- 
jektionen gegeben, das Dreieck abc sei die Grundfläche g und die Kante 
a a' die Höhe $. Nehmen wir die Seite ab als Basis des Dreiecks an, er- 
richten in b eine Senkrechte und legen durch c eine Parallele zur Basis 

1 
ab. so ist b h= h. halbiren wir endlich ad ind, so ist a d = b d = y b. 
Um nun das Volumen 
b 
v= 7 chek 
zu construiren, machen wir auf dem einen Schenkel eines Winkels 0 1 = 1, 


į 
Oh=h, OF =k und auf dem andern Schenkel 06 =a ziehen die 
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Gerade 15 und parallel zu ihr durch A die Gerade kp; hierauf ziehen 
wir wieder die Gerade 1 und parallel zu ihr durch & die Gerade 
kv, so ist 0v =v, das ist das Volumen des Prismas. Denn wir haben 
die Proportionen 


1 
01 a 
Br 04 das ist “ieee Ld 
05 0» T 
und 
1 0. 4, de 
0» Ov u pin ee 


Hieraus ergibt sich weiter 


b 
= ah und ome pk 


Setzt man den Werth von p aus der ersten Gleichung in die zweite, 
so erhält man 


das ist das Volumen des Prismas. 


2. Die Pyramide. 


Das Volumen einer Pyramide ist der dritte Theil des Produktes aus 
ihrer Grundfläche und ihrer Höhe oder der dritte Theil eines Prismas, 
welches mit der Pyramide dieselbe Grundfläche und dieselbe Höhe hat. 

Behalten wir dieselben Bezeichnungen wie beim Prisma bei, so ist 
das Volumen der Pyramide 

DV + gk 
und es gelten in Beziehung auf die Grundfläche g dieselben Betrachtungen, 
welche wir bei dem Prisma angestellt haben. 

Ist die Grundfläche ein Dreieck, so ist 


1 b 
DEN: ghk 
Ist die Grundfläche ein Trapez, so ist 
: 1 bh +b: š 
de la Se h.k 
oder wenn wir die Mittellinie einführen 
1 
=a mih.k 
Ist die Grundfläche ein Parallelogramm oder Rechteck, so ist 
1 ; 
Wet bhk 
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Ist die Grundfläche ein Quadrat, so ist 
1 
v= aa k 
Ist die Grundfläche ein unregelmässiges Viereck oder Vieleck, welches 


in ein Dreieck verwandelt wurde, so ist 


v= + : = oh ale 
Ist die Grundfläche ein regelmässiges Vieleck von n Seiten, so ist 
11 ws 
ERE Aa Bh A i 


Wir haben demnach dieselben Construktionen auszuführen, welche bei 
Berechnung des Volumens eines Prismas auszuführen sind und die erhaltene 
Linie in drei gleiche Theile zu theilen. 

Ist z. B. eine vierseitige Pyramide, deren Grundfläche ein Trapez ist, 
durch ihre Projektionen gegeben (Fig. 210), ist das Trapez abcd die 
Grundfläche g und so s’ die Höhe k; errichten wir in a eine Senkrechte 
auf ab und verlängern de bis sie die Senkrechte in % schneidet, so ist 
ah=h; halbiren wir h und legen durch den Halbirungspunkt eine Pa- 
rallele zu den parallelen Seiten, so ist mn die Mittellinie, also 


bs + b 
BER 


daher sind mn, ah und so s’ die drei geraden Linien, deren Produkt zu 
bilden ist. Zu diesem Zwecke machen wir auf dem einen Schenkel eines 
Winkels 0 1 = 1, Ok =h, O0 s= so s’ und auf dem andern Schenkel 0 m 
=m n, ziehen die Gerade 1m und parallel zu ihr durch % die Gerade 
h pı; hierauf ziehen wir die Gerade 1 p, und parallel zu ihr durch s die 
Gerade sp, so ist 0 p =p das Produkt der drei geraden Linien, denn 
wir haben die Proportionen 


01 Oh s 1 h 
om Op esas m ~ P 
01 Os À 1 8 
0m = - Op das ist P: tsa pt 


Hieraus ergibt sich weiter 
=m. h; B=D $ s' =p, k. 
Setzt man den Werth von p, aus der ersten in die zweite Gleichung 
ein, so erhält man 
p=mhk 


1 1 
Macht man endlich p v = 3 op= 3 P=», so ist dieses das Vo- 


lumen der Pyramide. denn es ist. 


1 Cem bi +b 
TRA mhk oder v= 3 3 


v T FA: 
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3. Die abgestumpfte Pyramide. 

Bezeichnen wir die Grundfläche der abgestumpften Pyramide mit g, die 
Abstumpfungsfläche mit gı, die Höhe mit k und das Volumen mit v, so ist 
v= 5 G@tVgn+n) 

Um diese Rechnung graphisch auszuführen, bestimmt man zuerst die 
den Flächen g und g, entsprechenden Linien. Hierauf construirt man zu 
diesen Linien die mittlere Proportionale. Diese drei Linien werden so- 
dann addirt und ihre Summe wird mit der Linie & multiplizirt. Nimmt 
man endlich den dritten Theil dieses Produktes, so stellt er das Volumen 
der abgestumpften Pyramide dar. 

Es sei z. B. eine abgestumpfte Pyramide, deren Grundfläche und Ab- 
stumpfungsfläche Parallelogramme sind, durch ihre Projektionen gegeben, 
(Fig. 211). abcd sei die Grundfläche, a, bi cı d, die Abstampfungs- 
fläche und sọ s’ die Höhe der abgestumpften Pyramide. Nehmen wir ab 
als Grundlinie des Parallelogramms abcd an, errichten auf ihr in a eine 
Senkrechte und verlängern die Gegenseite c d, bis sie in % die Senkrechte 
trifft, so ist ah=h die Höhe dieses Parallelogramms. Nehmen wir 
ebenso a, b, als Grundlinie des Parallelogramms a, bi c, d, an, errichten 
auf ihr in a, eine Senkrechte und verlängern die Gegenseite c, dı, bis sie 
in A, die Senkrechte trifft, so ist a, h, die Höhe dieses Parallelogramms. 
Machen wir nun auf dem einen Schenkel eines Winkels O1=1, 0b 
=ab=b, 0b, =a, bL =b, und auf dem andern Schenkel OR=h, 
Oh, =h,, ziehen die Gerade 1% und parallel zu ihr durch b die Gerade 
bg, so ist Og = g, das ist diejenige Gerade, welche die Grundfläche dar- 
stellt; ziehen wir ferner die Gerade 1/, und parallel zu ihr durch b, die 
Gerade b, gı, so ist O gı == gı, das ist diejenige Gerade, welche die Ab- 
stumpfungsfläche darstellt. Machen wir weiter auf einer Geraden 0 9 = g, 
0O gı = Jı, beschreiben über Og als Durchmesser einen Halbkreis, er- 
richten in g, die Senkrechte 7, m und ziehen O m, so ist Om die mittlere 
Proportionale zu g und g,, es ist also Om =m = V g'g. 

Machen wir endlich auf dem ersten Schenkel eines Winkels 0 1 = 1, 
0g =9, IN = m, 9 M= m, so ist Oom=9—+g- m; theilen wir 


1 4 r 
diese Linie in 3 gleiche Theile, so dass 0 t= 3 Om ist, machen wir 


weiter auf dem andern Schenkel des Winkels 0s == sọ s', ziehen die Ge- 
rade 1s und parallel zu ihr durch ¢ die Gerade tv, so ist 
Ov=0s.0t 


1 
=s s. 3 (g +9 +m) 


1 ee 
=shotnatvVon 
das ist das Volumen der abgestumpften Pyramide. 
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4. Das Prismatoid. 


Dieser Körper (Fig. 212) wird gebildet durch zwei parallele Vielecke 
ABCD und EF G als Grundflächen und im allgemeinen durch Dreiecke 
wie ABE, EBC, CEF... als Seitenflächen, so dass eine Seite eines 
solchen Dreiecks mit einer Seite der einen Grundfläche, die gegenüber- 
liegende Ecke aber mit einer Ecke der andern Grundfläche zusammen- 
fällt. Wenn eine Seite der einen Grundfläche einer Seite der andern 
Grundfläche parallel ist, so fallen die zu diesen Kanten gehörigen Seiten- 
Dreiecke in eine Ebene, so dass ein Trapez oder ein Parallelogramın 
entsteht. Legt man durch den Mittelpunkt der Höhe eine Ebene parallel 
zu den Grundflächen, so wird das in dieser Ebene entstehende Vieleck 
abedefg die Mittelfigur des Prismatoids genannt. 

Nimmt man in der Ebene der Mittelfigur einen beliebigen Punkt O an 
und zieht von ihm nach den Ecken beider Grundflächen gerade Linien, 
legt hierauf durch jede Grund- und Seitenkante und die von O aus- 
gehenden geraden Linien-Ebenen, so zerfällt das Prismatoid in lauter 
Pyramiden, deren Spitzen sämmtlich in O liegen und deren Grundflächen 
die Grund- und Seitenflächen des Prismatoids sind. Die auf den Grund- 
flächen stehenden Pyramiden, haben diese Flächen als Grundflächen und 
die halbe Höhe des Prismatoids zur Höhe, die auf den Seitenflächen 
stehenden Pyramiden aber sind zusammengenommen gleich dem Doppelten 
einer Pyramide, welche die Mittelfigur zur Grundfläche und die Höhe des 
Prismatoids zur Höhe hat. 

Bezeichnen wir daher die untere Grundfläche des Prismatoids mit 9, 
seine obere Grundfläche mit 4, scine Höhe mit k und die Mittelfigur 
mit m, endlich das Volumen des Primatoids mit v, so ist 

sts +2. me 

Bestimmt man das Volumen einer jeden dieser drei Pyramiden und 
addirt die erhaltenen Linien, so stellt ihre Summe das Volumen des 
Prismatoids dar. 

Man kann aber auch den Ausdruck auf folgende Weise zusammenfassen 


1 
v=, (2t9 +2m | 


9 


Hiernach hat man die Grundflächen und die Mittelfigur zu bestimmen, 
die halbe Summe der Grundflächen und das zweifache der Mittelfigur zu 
addiren und die so erhaltene Linie mit der Höhe zu multipliciren. Der 
dritte Theil dieses Produktes ist dann das Volumen des Prismatoids. 

Ist ein Prismatoid durch seine Projektionen gegeben (Fig. 213), ist 
die untere Grundfläche ein Trapez abcd, die obere Grundfläche ein 
Dreieck a, b cı und ist b c, mit b c parallel, so ist die diesen Kanten 
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entsprechende Seitenfläche ein Trapez. Man construire zuerst die Mittel- 
figur 123456, hierauf die Mittellinie e f und die Höhe ah, des Trapezes 


1 
abcd, sowie die Höhe b, æ, des Dreiecks a, b c, und mache b, bs = o Overs 


die Mittelfigur verwandle man in das Trapez 12 3'4', ziehe die Mittel- 
linie ©?’ und die Höhe 71’. 

Nun mache man auf dem einen Schenkel eines Winkels 01 = 1, 
0f=ef und auf dem andern Schenkel Oh, =ah,, ziehe 1h, und pa- 
rallel dazu durch f die Gerade fg, so ist 0 g = g die Grundfläche a bc d, 
denn wir haben die Proportion 

01 Of 


7 ar das ist = = ee woraus g=ef.ah, 

Wir machen ferner auf dem ersten Schenkel des Winkels 0 2, = b, bz 
und auf dem zweiten Schenkel O k, = b, Mz, ziehen 1%, und parallel dazu 
durch b, die; Gerade b, g, so ist Og, = g, die obere Grundfläche a, b, ci, 
denn wir haben die Proportion 

01 0b, 2 1 bi be 

DEN = 0% das ist tke = 7 

worans 


1 
= Oy oth hh = 5) On o With 


Wir machen weiter auf dem ersten Schenkel O ¿= iù und auf dem 
zweiten Schenkel O!=1!', ziehen 1! und parallel dazu durch i die Ge- 
rade im, so ist Om=m die Fläche der Mittelfigur 123456, denn wir 
haben die Proportion 


. 


SOEs Oe das ist veh oh tll — ot hiv 
u ome 10 ~ m Woraus mil. 
Auf einer geraden Linie machen wir 0 g = g, g g, = gı und halbiren 
Og, in s, so ist 00-150 '; auf einer andern Geraden machen wir 


Om'=2m und auf einer dritten Geraden machen wir 
Op=0s+0m' 
und theilen 0p in drei gleiche Theile, so dass 
; 1 
Oj = 3 Op 
AFA ) 
Fr | u. a 
auf dem ersten Schenkel des Winkels machen wir O p, = 0 p', auf dem 
andern Schenkel des Winkels machen wir aber 0k =a, a'i, das ist gleich 


der Höhe des Prismatoids, ziehen 1% und parallel dazu durch p, die 
9* 
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Gerade p, v, so ist 0v =v das Volumen des Prismatoids, denn wir haben 
die Proportion 


01 Op = — 
Sr Ge woraus Ov =Q k. 0 p, =v. 
Nun ist 
OSE 
gh gto ) 
o= | ee 
daher 
A 
v= yh (EH +2 m) 


das Volumen des Prismatoids. 


5. Der Ponton. 


Ein spezieller Fall vom Prismatoid ist der Ponton (Fig. 214). Die 
Grundflächen dieses Körpers sind Rechtecke, die Seitenflächen Trapeze. 
Bezeichnet man zwei in einer Ecke zusammenstossende Seiten der unteren 
Grundfläche mit a und b, die entsprechenden Seiten der oberen Grund- 
fläche mit a, und d,, so ist die untere Grundfläche gab, die obere 
Grundfläche a, =a, b, und die Mittelfigur 


_ata ot 
_ad+a stan +a, by 


Setzt man diese Werthe in die er für das Volumen des Prisma- 
toids ein und bezeichnet man die Höhe des Ponton mit k, so ist sein 
Volumen 


v = 


lee bi nn nn ") 


= +k Qab+2a b + ab, + a b) 


Ist ein Ponton durch seine Projektionen gegeben (Fig. 215) und sind 
die Dimensionen wie vorher bezeichnet, so mache man auf dem einen 
Schenkel eines Winkels 01 =1, 0a =a, Oa, =, auf dem andern 
Schenkel 0O b = b, 05, = b,, ziehe 15 und parallel dazu durch a die Ge- 
rade ap,, so ist Op, = a b, denn es ist 

01 0a 


1 a 
_ jun 1 SS eana — b 
08, DR das ist Be Te, daher p, =a 


Man ziehe die Gerade 15, und parallel dazu durch a, die Gerade 
Qi Pa, SO ist O9, =a, bi, denn es ist 


01 0a ? 1 aı 
OE, ot ae das ist Tni aher p, = a, b, 


www.rcin.org.pl 


133 
# 
Man ziehe ferner durch a die Gerade @p, parallel zu 1b,, so ist 
0 p, =ab,, denn es ist 
01 0a y 1 a 
an, Op das ist nS k daher »; = a b, 
Man ziehe durch a, die Gerade a, p, parallel zu 15, so ist Op, 
=a, b, denn es ist 
QF > Oa, ; 1 a 
oe ip, das ist ea ry 
Man mache nun auf einer Geraden 0p, = 2 pi, Pi m = 2 po, P: Ds 
=p; und p, pı = pa, 80 ist 
Om =2ab+2a b Hab +a, b 


Man theile ferner Op, in sechs gleiche Theile, so dass 0 p = m 0% 


daher p, =a, b 


wird, mache auf dem ersten Schenkel des Winkels 0p = 5 Op, und auf 


dem andern Schenkel O k =k, ziehe 1 % und parallel dazu durch p die Ge- 
rade pv, so ist 0 v= v das Volumen des Ponton. Denn es ist 

A OOE e ARRON Pr 

a nn. das ist z = yp woraus v=k.p 
und setzt man für p seinen Werth 


l 
= k(2ab+ 2a b +ab +a b) 


6. Das gerade, schief abgeschnittene Prisma. 


Das Volumen eines geraden und auf der einen Seite schief abge- 
schnittenen Prismas ist gleich dem Produkte aus der Grundflache und dem 
Abstande des Schwerpunktes der schiefen Schnittfläche von der Grundfläche. 

Bezeichnen wir also die Grundfläche mit g und den Abstand des 
Schwerpunktes der schiefen Schnittfläche von der Grundfläche mit k, so 
ist das Volumen 

Oe 

Ist ein solches Prisma durch seine Projektionen gegeben (Fig. 216), so 
bestimme man zuerst die Gestalt der schiefen Schnittflache a, bı cı di, in- 
dem man die schneidende Ebene in die Projektionsebene umlegt. Hier- 
auf bestimme man den Schwerpunkt s der Schnittfläche, seine Lage s’ in 
der Projektion, sowie seinen Abstand s, s’ von der Grundfläche. Die 
Grundfläche des Prismas ist ein Trapez, mn seine Mittellinie und 5h 
seine Höhe. Man mache daher auf dem einen Schenkel eines Winkels 
01=1, Om=mn und 0 k= s% s' =k, auf dem andern Schenkel aber 
Oh=bh. Zieht man die Gerade 1A und parallel zu ihr durch m die 
Gerade mg, so ist 0g = g, denn es ist 

01 Om 1 mn 


an 09 das ist 53 E 7 daher g=mn.bh 
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Zieht man ferner die Gerade 1 g und parallel dazu durch k die Ge- 
rade kv, so ist 0v==v das Volumen des Prismas, denn es ist 


k k 
a | das is ie = — woraus v=gk 
; g v 


oder wenn man für g seinen Werth setzt 
om, Ok 


Wenn ein Prisma auf beiden Seiten schiefe Endflachen hat, so legt 
man durch dasselbe einen normalen Schnitt und theilt es auf diese Weise 
in zwei Prismen, von denen dann jedes eine normale Grundflache und eine 
schiefe Schnittfläche besitzt. Bezeichnet man die normale gemeinschaftliche 
Grundfläche mit 9 und die Abstände der Schwerpunkte der schiefen 
Schnittflächen von der normalen Grundfläche mit k, und kz, so ist das 
Volumen des Prismas 

v=g(h+h) 

Ist ein solches Prisma durch seine Projektionen gegeben (Fig. 217), 
so ist die eine Schnittfläche a, b, c, bereits vorhanden, die andere z bz C3 
aber ist, erst durch Umlegen der schneidenden Ebene zu bestimmen. Man 
bestimme in diesen Schnittebenen die Schwerpunkte s, und s,, sowie ihre 
Lage s,’ und »' in der betreffenden Projektion des Prismas. Hierauf 
lege man einen normalen Schnitt durch das Prisma, bestimme die Schnitt- 
fläche abc und mache in dieser a a’ = + ac, also gleich der Hälfte 
der Grundlinie, sowie b% gleich der Höhe dieses Dreiecks. Endlich ziehe 
man noch von s,' und 5,’ die Senkrechten %, und k, auf die normale 
Grundflache. Nun mache man auf dem einen Schenkel eines Winkels 
01=1, 0b= aa', 0 k= k, + kı, auf dem andern Schenkel 0 = b h, 
ziehe die Gerade 1A und parallel zu ihr durch b die Gerade b g, so ist 
0 g = g, also gleich der Fläche des Dreiecks abc; denn es ist 

01 0b 1 aa 


23 09 das ist oF oe “ 


daher 
c 
E RL VE < .bh 
Man ziehe ferner 1 g und parallel dazu durch Æ die Gerade k v, dann 
ist 0 v =v das Volumen des Prismas; denn es ist 
01 Ok 


Ane pal | k 
“09. = das ist = woraus v= g.k 


Ov g v 
oder 


= hy (kı + he) 
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7. Der Kreiscylinder. 


Das Volumen des Kreiscylinders wird gefunden, wenn man seine 
Grundfläche mit seiner Höhe multiplicirt. Bezeichnet man den Halbmesser 
der Grundfläche mit r, die Höhe mit 4 und das Volumen mit v, so ist 

v= xh 
wofür wir auch schreiben können 
V=. T.h 

Hier ist rm der halbe Umfang des Kreises und wenn dieser in eine 
gerade Linie verwandelt wird, so ist das Volumen des Cylinders ein Pro- 
dukt aus drei geraden Linien. 

Es sei ein Cylinder durch seine Projektionen gegeben (Fig. 218), es 
sei ab=r,cd=h. Man mache zuerst auf einer Geraden e f= 3,14. a b 
so ist ef=rr. Hierauf mache man auf dem einen Schenkel eines Win- 
kels O11, Oh=cd=h, Of=ef=rr und auf dem andern Schen- 
kel 0r =ab= r. Man ziehe die Gerade 17 und parallel zu ihr durch 
h die Gerade hp; hierauf ziehe man 1p und parallel dazu durch f die 
Gerade /'v, so ist O v =v das Volumen des Cylinders. Denn wir haben 
die Proportionen 


a aaa das ist — = 1 
or oe en 

Of 1 r 
so das ist — = —* 
On Ov p v 


hieraus aber 
y=rh, v=p.rer 
und setzt man den Werth von p aus der ersten Gleichung in die zweite. 


so wird 
Van: 


8. Der Kegel. 
Das Volumen des Kegels ist 
1 
9 =—— — 2 
far at xh 


wenn wir mit r den Halbmesser der Grundfläche und mit A die Höhe des 
Kegels bezeichnen. Schreiben wir 


v= = rr.r.h 
so ist das Volumen des Kegels durch dieselbe Construktion zu bestimmen, 
welche wir zur Bestimmung des Volumens des Cylinders angewendet haben ; 
vom erhaltenen Resultate aber ist der dritte Theil zu nehmen. Wir haben 


daher die Linie Ov in drei gleiche Theile zu theilen. 
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9. Der abgestumpfte Kegel. 


Bezeichnet man den Halbmesser der Grundfliche des abgestumpften 
Kegels mit r, den Halbmesser der Abstumpfungsflache mit r,, die Höhe 
mit k und das Volumen mit v, so ist 


rk 
lee (?+trn +n?) 
Um diese Rechnung graphisch auszuführen, bestimme man zuerst die 
drei Produkte in der Parenthese, addire sie und dividire die Summe durch 
drei. Die so erhaltene Linie multiplicire man mit der Höhe k und nehme 


: 1 oe i 
dieses Resultat 3--mal, wodurch auch die Multiplikation mit z ausge- 


7 
führt ist. 

Ist ein abgestumpfter Kegel durch seine Projektionen oder durch seine 
Bestimmungsstücke r, 7, und k gegeben (Fig. 219), so mache man auf 
dem einen Schenkel eines Winkels Ò 1 = 1, 0r =r, Or, =rı, und auf 
dem andern Schenkel Or'=r, Or‘, =7. Zieht man 17’ und durch r 
dazu die Parallele r p, so ist Op==r?, denn es ist 


01 Or i} r 
pie at E j = — = pr! 
Fe das ist 7 7 daher p = r 
Zieht man 17’; und durch r, dazu die Parallele r, pı, so ist Op, 
=r,?, denn es ist 
fı 


01 Or ae 
— _—_ nn mn, ne — a 
of Oe, das ist oe daher p, = 7; 


Zieht man endlich durch r die Gerade rp" parallel zu 1r',, so ist 
0 p' =rr,. denn es ist 
01 Or 


i I A l 
On Op das ist -7 en daher p' =r r, 


Man mache auf einer Geraden 0 p = p, P pi = Pi, Pi p' = p', So ist 
Op =r? +rrn 4r? 
d 1 
Theilt man Op’ in drei gleiche Theile, so dass 03 =e 0 p' ist, 
trägt 03 auf den ersten und Ok=k auf den zweiten Schenkel des Win- 
kels, zieht dann die Gerade 1% und zu ihr durch 3 die Parallele 3t, so 


1 
ist O¢ = 3 0p'.k, denn es ist 
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Setzt man für O p’ seinen Werth, so ist 


— = k (rr +rr +r’) 
und folglich 


v=rt=r. k (Hrn +r 3 


Construirt man eine Gerade, welche 3,14.0¢ ist, so stellt sie das 
Volumen des abgestumpften Kegels dar. 


10. Die Kugel. 
Bezeichnet man den Halbmesser der Kugel mit r und das Volumen 
mit v, so ist 


ee 
3 


Dafür können wir aber schreiben 
2rr 


U= g A 


wo 2rr der Umfang eines grössten Kugelkreises ist. Verwandeln wir 
diesen Kreis in eine Gerade und nehmen davon den dritten Theil, so ist 
das Volumen der Kugel ein Produkt aus drei geraden Linien, nämlich 
dem dritten Theile des Umfanges eines grössten Kreises, dem Durchmesser 
und dem Halbmesser. Ist daher der Halbmesser der Kugel gegeben, so 


2rr 


hat man zuerst - z wu bilden und sodann die Multiplikation der drei 


geraden Linien auszuführen. 


11. Das Drehungs-Ellipsoid. 


Bezeichnet man die grosse Halbaxe mit a, die kleine Halbaxe mit b 
und findet die Drehung um die kleine Axe 25 statt, so ist das Volumen 


4 »2a 
Bern: a?br wofür wir schreiben können v = a. . 2a.0 
Findet dagegen die Drehung um die grosse Axe 2a statt, so ist 


4 2b 
| 3 a.b?x wofür wir schreiben können v= m 2b 


Verwandelt man 2az, das ist ein Kreis vom Halbmesser a, oder 
267, das ist ein Kreis vom Halbmesser 5 in eine gerade Linie, nimmt 
davon den dritten Theil und führt sodann die Multiplikation der drei 
geraden Linien aus, so ist das Produkt derselben gleich dem Volumen des 
Ellipsoids. 
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12. Bestimmung des Volumens von Umdrehungskörpern nach der 
guldinischen Regel. 

Wenn eine ebene Figur sich um eine in derselben Ebene liegende 
Gerade als Axe dreht, so dass die geyenseitige Lage der Figur und der 
Geraden immer dieselbe bleibt, so beschreibt die Figur einen Körper, 
welcher seiner Entstehung entsprechend ein Umdrehungskörper genannt 
wird. Jeder Punkt der Figur beschreibt hierbei einen Kreis, dessen Mittel- 
punkt in der Drehungsaxe liegt. 

Das Volumen eines solchen Umdrehungskörpers ist ein Produkt aus 
dem Flächeninhalte der erzeugenden Figur und dem Umfange desjenigen 
Kreises, den ihr Schwerpunkt bei der Umdrehung beschreibt. Bezeichnen 
wir daher den Flächeninhalt der Figur mit f, den Abstand ihres Schwer- 
punktes von der Drehungsaxe mit a und das Volumen des Umdrehungs- 
körpers mit v, so ist 

v= 1 .2ar 

Hat keine ganze Umdrehung stattgefunden und der Schwerpunkt nur 
einen Bogen beschrieben, den wir mit b bezeichnen wollen, so ist das 
Volumen des erzeugten Körpers 

v=fb 

Man hat also bei der Berechnung des Volumens eines solchen Kör- 
pers den Flächeninhalt der erzeugenden Figur zu bestimmen und diesen 
mit der Linge des vom Schwerpunkte beschriebenen Bogens zu multiplieiren. 

Ist ein solcher Körper durch seine Projektionen gegeben (Fig. 220), 
ist die erzeugende Figur ein Trapez abcd, mn die Mittellinie, dh die 
Höhe desselben und s’ sein Schwerpunkt, ist ferner ss) der vom Schwer- 
punkte beschriebene Bogen, so hat man diesen Bogen zunächst in eine 
gerade Linie Os’ zu verwandeln. Hierauf mache man auf dem einen 
Schenkel eines Winkels 01=1, Oom=mn, 0s=0s' und auf dem 
andern Schenkel 0 h= d h, ziehe 1A und parallel dazu durch m die Ge- 
rade mt, so entspricht O¢ dem Flächeninhalte des Trapezes a b cd, 


denn es ist > 
01 Om : 1 mn 
Cr or das ist aa at daher Ot=dh.mn=f 


Zieht man weiter die Gerade 1 ¿ und parallel dazu durch s die Ge- 
rade sv, so entspricht Ov dem Volumen des Körpers, denn es ist 
01 Os fl 0s' F 
O o das ist Ot = Tow daher Ov=0?.08 
Nun ist aber 0¢= / der Flächeninhalt der erzeugenden Figur und 
O s' =b der vom Schwerpunkte derselben beschriebene Bogen, daher 
Ov=v das Volumen des Körpers, also 
ls 
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Elfter Abschnitt. 


Graphische Bestimmung der Oberflächen der Körper. 


1. Das Prisma. 


Die Oberfläche eines Prismas besteht aus den beiden Grundflächen 
und den Seitenflichen. Die Grundflächen sind beliebige congruente Viel- 
ecke, die Seitenflächen sind Parallelogramme. Man kann eine jede dieser 
Flächen berechnen und es stellt dann die Summe der erhaltenen Linien 
die Oberfläche des Prismas dar. Man kann ferner das Netz zeichnen, die 
erhaltenen Figuren in Dreiecke oder Rechtecke verwandeln und diese be- 
rechnen; die Summe der erhaltenen Linien stellt dann ebenfalls die Ober- 
fläche des Prismas dar. 

Sind die Projektionen eines geraden vierseitigen Prismas (Fig. 221) 
gegeben, ist abcd die Grundfläche und a, a’ die Höhe desselben, so ziehe 
man die Diagonale ac, wodurch das Viereck in die beiden Dreiecke abc 
und ade zerfällt. Man betrachte nun diese Diagonale als die gemein- 
schaftliche Grundlinie beider Dreiecke und construire die Höhen bh, und 
dh,. Hierauf mache man, um das Rechteck f zu construiren, a, bı = ac, 
errichte in @, eine Senkrechte und mache auf dieser a, h, = b hy, hı Mn 
= dh, so ist das Dreieck @, b, h gleich dem Vierecke a be d; macht man 
sodann b,c, parallel a, ð und kc, parallel a, d,, so erhält man das 
Rechteck /, welches das Doppelte des Dreiecks a, b, ha, also auch das 
Doppelte des Vierecks abe d und daher gleich der Summe der beiden 
Grundflächen des Prismas ist, 

Trägt man ferner die Seiten des Vierecks abcd nebeneinander auf 
einer Geraden auf, macht a, , =a b, bi C2 = b C, a da =€ d, dı ag = da, 
so ist &, a gleich dem Umfange des Vierecks; errichtet man in a, eine 
Senkrechte und macht auf dieser a, a'i = Ao a’, so ist a, a’, die Höhe 
des Prismas. Construirt man nun aus den beiden Seiten a, a; und a, a’, 
das Rechteck m, so ist dieses der Mantel des Prismas. Die Oberfläche des 
Prismas ist daher durch die beiden Rechtecke f und m dargestellt. Werden 
die Flächen dieser beiden Rechtecke graphisch berechnet und die erhaltenen 
Linien addirt, so ist ihre Summe gleich der Oberfläche des Prismas. 


2. Die Pyramide. 
Die Oberfläche einer Pyramide besteht aus der Grundfläche, welche 
ein beliebiges Vieleck sein kann und aus den Seitenflächen, welche sämmt- 


www.rcin.org.pl 


lich Dreiecke sind. Man kann auch hier eine jede dieser Flächen für 
sich berechnen und die erhaltenen Linien addiren; ihre Summe ist dann 
die Oberfläche der Pyramide. Man kann aber auch die Seitenflächen zu 
einer Figur vereinigen und diese in ein Dreieck oder Rechteck verwan- 
deln, so dass man zwei Figuren erhält, die Grundfläche und den Mantel. 
Berechnet man diese beiden Figuren, so ist die Summe der beiden Linien, 
welche man auf diese Weise erhält, die Oberfläche der Pyramide. 

Ist eine dreiseitige Pyramide durch ihre Projektionen gegeben (Fig. 222), 
ist abe die Grundfläche und s die Spitze derselben, nimmt man im Drei- 
ecke abc die Seite ac als Grundlinie an und construirt die zugehörige 
Höhe bhk, so kann der Flächeninhalt desselben sofort bestimmt werden. 
Will man die Seitendreiecke sab, sbc und sca in eine Fläche aus- 
breiten, so hat man zuerst die Länge der Kanten sa, sb, sc zu be- 
stimmen. Zu diesem Zwecke legt man durch die Projektion s eine Pa- 
rallele zum Grundschnitt der Projektionsebenen und macht auf dieser s do 
=sa, sb=sb und sc = sc, hierauf bestimmt man die Punkte a’, 0’, 
c' und verbindet sie mit der Spitze s’, so sind s’ a’, s’b’, s' c' die wahren 
Längen der Kanten sa, sb, sc und es sind nun von einem jeden Seiten- 
dreiecke die drei Seiten bekannt, so dass diese Dreiecke vom Punkte s, 
aus nebeneinander gelegt werden können, wodurch der Mantel der Pyramide 
construirt ist. 

Um diesen Mautel weiter in ein Dreieck zu verwandeln, wurde die 
Seite sı c, als gemeinschaftliche Grundlinie angenommen, dann sind a, Aı 
und b, A, die Höhen der Dreiecke s, b, c, und sı a, ¢,; das dritte Dreieck 
Sı a, b, wurde erst in das Dreieck sı c,' b} mit der Basis s, m’ = s$, c, und der 
Höhe b, A, verwandelt. Hierauf machte man auf einer Geraden mn = s, cı 
das ist gleich der gemeinschaftlichen Grundlinie der drei Dreiecke, er- 
richtete in m eine Senkrechte und machte auf dieser mh, = @ hi, hı he 
=) hy, Ny hg = by hy, also gleich der Summe der drei Höhen der Drei- 
ecke. Das Dreieck m n h, ist daher gleich dem Mantel der Pyramide und kann 
nun berechnet werden. Die Summe der beiden Linien, welche man als 
Flächen der Dreiecke abe und mn h, erhält, ist aber die Oberfläche 
der Pyramide. 


3. Die abgestumpfte Pyramide. 


Die Oberfläche der abgestumpften Pyramide besteht aus der Grund- 
fläche, welche ein beliebiges Vieleck sein kann, aus der Abstumpfungs- 
fläche, welche eine der Grundfläche ähnliche Figur ist, und aus den Seiten- 
flächen, welche sämmtlich Trapeze sind. Das Verfahren bei der Berech- 
nung der Oberfläche ist im Wesentlichen dasselbe, wie wir es bei der 
ganzen Pyramide kennen gelernt haben. 

Sind die Projektionen einer abgestumpften Pyramide (Fig. 223) ge- 
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geben, ist die Pyramide eine gerade und die Grundfläche a bcd ein 
Quadrat, so ist auch die Abstumpfungsfläche a, bı cı d, ein Quadrat und 
es können die Flächen dieser beiden Quadrate ohne Weiteres berechnet 
werden. Die Construktion des Mantels ist hier sehr einfach. Da alle 
Seitenkanten, sowol der ganzen als auch der abgestumpften Pyramide, gleich 
sind, so bestimmen wir eine derselben s’c’, und m c'a. Wir beschreiben 
dann von s, aus mit s’c', und s'm Bogen und tragen auf diesen die 
Seiten der Quadrate viermal auf, so erhalten wir den Mantel, welcher aus 
vier Trapezen besteht. Da aber diese Trapeze congruent sind, so haben 
wir nur nöthig, die Fläche eines solchen Trapezes zu berechnen und das 
Resultat viermal zu nehmen. Die Summe der Linien, welche wir für die 
beiden Quadrate und den Mantel erhalten, stellt dann die Oberfläche der 
abgestumpften Pyramide dar. 


4. Das Prismatoid. 


Bei der Bestimmung der Oberfläche des Prismatoids, wird es in den 
meisten Fällen nöthig sein, jede Fläche für sich zu berechnen und die 
erhaltenen Resultate zu addiren. Da die Grundflächen beliebige Vielecke 
sein können, so hat man diese erst in Dreiecke zu verwandeln: die Seiten- 
flächen sind aber Dreiecke, Trapeze oder Parallelogramme, welche ohne vor- 
ausgegangene Verwandlung sofort berechnet werden können. 


5. Der gerade Kreiscylinder. 


Die Oberfläche des Cylinders besteht aus den beiden Grundflächen, 
welche Kreise sind, und aus derjenigen krummen Fläche, welche der 
Mantel des Cylinders genannt wird. Denkt man sich den Cylindermantel 
in eine Ebene gelegt, so erscheint er als Rechteck, indem die eine Seite 
der Umfang des Kreises, die andere Seite die Mantellinie oder Höhe des 
Cylinders ist. Bezeichnen wir nun mit + den Halbmesser des Kreises, mit 
m die Mantellinie, so ist die Fläche eines jeden der beiden Kreise r? x, 
der Mantel aber ist 272.m. Mithin ist die ganze Oberfläche des Cylinders 

0=2r’r+2rrz.m 
=2rxz(r+m) 

Die ganze Oberfläche erscheint daher als ein Rechteck, dessen eine 
Seite der Umfang des Cylinders und dessen andere Seite die Summe des 
Halbmessers und der Mantellinie ist. Dieses Rechteck lässt sich ohne 
Weiteres construiren und berechnen. 


6. Der gerade Kreiskegel. 


Die Oberfläche des Kegels besteht aus der Grundfläche, welche ein 
Kreis ist und aus dem Mantel. Wird der Mantel in eine Ebene gelegt, 
so erscheint er als Sector eines Kreises, dessen Halbmesser die Mantel- 
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linie und dessen Bogen der Umfang des Grundkreises ist. Bezeichnen wir 
die Mantellinie mit m und den Halbmesser des Grundkreises mit 7, so ist 
der Mantel arem 
daher die Oberfläche des Kegels 
O=raxrtram 
=rx(r+m) 
Die Oberfläche des Kegels erscheint daher als ein Rechteck, dessen 
eine Seite die Hälfte des Grundkreises, und dessen andere Seite die Summe 
des Halbmessers und der Mantellinie ist. 


=rxm. Die Fläche des Grundkreises ist r?r und 


7. Der abgestumpfte Kegel. r 


Die Oberfläche des abgestumpften Kegels besteht aus den beiden 
Kreisen und dem Mantel. Bezeichnet man den Halbmesser der Grund- 
fläche mit r, den Halbmesser der Abstumpfungsfläche mit 7, und die 
Mantellinie mit m, so ist 

die Grundfläche gleich r? x 
die Abstumpfungsfläche gleich r,?r 


der Mantel gleich — 


und folglich ist die Oberfläche 
0=rr+tr?r+hr+r)m. sel +n?+(rtHn)m]r 
Bildet man die drei in der Parenthese enthaltenen Produkte, addirt 


.m=(r+rn)r.m 


i 
sie und nimmt ihre Summe 37 mal, so erhält man die Oberfläche des ab- 
gestumpften Kegels. 


8. Die Kugel. 


Bezeichnet man den Halbmesser der Kugel mit 7, so ist, bekanntlich 

die Oberfläche der Kugel 
U ern 
Dafür können wir schreiben 
0=2rr.2r 

das ist ein Produkt aus dem Umfange eines grössten Kugelkreises und 
dem Durchmesser. Verwandelt man diesen Kreis in eine gerade Linie 
‚und multiplicirt sie mit dem Durchmesser, so ist das Produkt die Ober- 
fläche der Kugel. 


—— 


W. Moeser Hofbuchdruckerei, Berlin, Stallschreiberstrasse 34. 35. 
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